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Malé statistické repetitorium

Verze s reSenim

Priklad 1: Rozdéleni ndhodné veliciny, zakladni charakteristiky

Rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny X je dano nasledujici tabulkou.

X 0 1 4 5
P(X=x) 005 05 025 02

a) Nakreslete graf distribu¢ni funkce veli¢iny X (pozn.: pamatujte, Ze F(x)=P(X <x)).
b) Spoctéte EX.
c) Spoctéte varX .

Reseni.

a) Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny je neklesajici ,schodovitd“ funkce.
V bodech blizkych -co nabyva hodnoty 0, pobliZ +c0 hodnoty 1. Pribéh mezi témito
krajnimi moZnostmi lze popsat tak, Ze hodnota distribu¢ni funkce se méni pouze
v bodech, kterych mize veli¢ina X nabyt (zde v bodech x z mnoziny {0,1,4,5});
v téchto bodech dochazi ke skoku o P(X=x). Obrazek pro konkrétni zadani 1a
ponechame na ¢tenari.

b) Stredni hodnotu vypocteme podle znamého vzorce:
EX:Zx-P(X:x):O~0,05+1-O,5+4-O,25+5~0,2=2,5 .
c) Pro vypocet rozptylu bychom méli znat nasledujici vztahy:
varX =E[(X -EX)*]=E[X*]-(EX)?,
dopocitame zvlast
E[X*]=Yx*-P(X=x)=0%-0,05+1%-0,5+4-0,25+5%-0,2=9,5,
celkem mame
varX =E[X*]-(EX)*=9,5-2,5? =3,25.
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Priklad 2: Linearni kombinace dvou nezavislych nahodnych veli¢in
Jsou dany nezdvislé ndhodné veli¢iny X a Y, priCemz:
EX=10, varX=1,
EY =5 varY=2.
Spoctéte:
a) E[4X].
b) E[X+5].
c¢) E[X+Y].
d) E[4X+3Y].
e) var[4X].
f) var[X+5].
g) var[X+Y].
h) var[4X+3Y].

Reseni.
a) Meéli bychom védét, Ze konstanta Ize ,vytknout” pied stfedni hodnotu nasledujicim
zplsobem:
E[4X]=4EX=40.
Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu je to vidét pfimo z vySe uvedeného vzorce pro
vypocet stiedni hodnoty - vytkneme konstantu pred sumu:
E[4X]=Y 4x-P(X=x)=4 x-P(X=x)=4EX .
Chceme-li ovérit tento vztah pro spojité nahodné veliciny (zatim jsme s nimi zde
nepracovali), musime si nejprve uvédomit, jak je definovana jejich stfedni hod-

nota. Potom plyne vztah E[4X]=4EX zvlastnosti integralu (konkrétné zjeho
linearity):

E[4X]= OJ? 4xf(x)dx:4]9 x f(x)dx=4EX .

—00 —00

b) Podobnou tvahou jako v predchozim bodé (nebo prostou intuici) lze snadno
rozmyslet, Ze E[X+5]=EX+5=15.

c) Plati vztah, ktery lze slovné popsat vétou ,sti‘edni hodnota souctu ndhodnych velicin
Jje vZdy rovna souctu jejich stiednich hodnot,” neboli: E[X+Y]=EX+EY =15. Tento
vztah se ovéfi analogicky jako vztah z bodu 2a.
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d) Nejprve pouzijeme postup z bodu 2c na ndhodné velic¢iny 4X a 3Y, dal postupu-
jeme jako v 2a. Ziskdme postupné
E[4X +3Y]=E[4X]+E[3Y]=4EX +3EY =55.

e) Pro rozptyl nahodnych velicin plati podobné tvrzeni, jako pro stiedni hodnotu (viz
opét 2a) s tim, Ze tentokrat ,vytykame"“ konstantu s druhou mocninou:

var[4X]=4?varX .

f) Velmi zhruba receno, rozptyl veliciny ndm 1ika, ,jak daleko od sebe“ byvaji
hodnoty pfi riznych realizacich uvazované ndhodné veli¢iny. Pokud k ndhodné
veli¢iné pricteme konstantu, posunou se (stejné) vSechny hodnoty ndhodné
veli¢iny, jejich vzadjemna vzdalenost se ovSem nezméni. Musi tedy platit

var[X +5]=varX.
Tento vztah Ize samoziejmé snadno formalné ovérit z definice rozptylu a z toho, co
uz vime o stiredni hodnoté z 2b:

var[X+5]:E[(X+5—E[X+5])2J:E[(X+5—EX—5)2]:E[(X—EX)Z]:varX.

g) Obecné plati vztah
var[X +Y]=varX+varY +2cov(X,Y)

(o kovarianci dvou nadhodnych veli¢in cov(X,Y) pojednava priklad 3d) Vzhledem
k tomu, Ze jsou veli¢iny nezavislé, jsou také nekorelované. V takovém piipadé
muzZeme psat: var[X +Y]=var X +varY =3. Podrobnéji viz priklad 3d.

h) Kombinaci dvou ptedchozich bodd mame var[4X+3Y]=4%varX+3%*varY =34.
Poznamenejme, Ze jsou-li nezavislé veli¢iny X a Y, jsou nezavislé i veli¢iny 4X a 3Y;
diky tomu muizeme uvedeny postup pouzit. Obecné plati, Ze z nezavislosti X a Y
plyne nezavislost velic¢in f{X) a g(Y), kde f a g jsou libovolné nekonstantni realné
funkce.

Priklad 3: Sdruzené dvojrozmérné rozdéleni

Sdruzené rozdéleni ndhodnych velicin X a Y udavd nasledujici tabulka. Nejprve
rozhodnéte, zda jsou veli¢iny nezavislé, a pak spoctéte:

a) E[X|Y=1] a E[Y|X=1].

b) EX a EY.

c) varX a varY.

d) cov(X,Y).

e) var[X+Y].

Malé statistické repetitorium

P(X=xY=y)

0
X

IS}
N X P <
NN

Reseni.
Nezavislost X a Y: aby byly (diskrétni) veli¢iny X a Y nezavislé, muselo by pro kazdou
kombinaci hodnot x a y platit

P(X=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y=Y).

V naSem zadani ovSem toto splnéno neni - napriklad pro kombinaci hodnot x=0 a
y=0, jak vzapéti ukdZeme. Nejprve si rozmysleme, jak vtabulce sdruZeného
dvojrozmérného rozdéleni vycist ,jednorozmérnou” pravdépodobnost (tzv. margindl-
ni pravdépodobnost) P(X=0). V tomto ptripadé ndm jakoby viibec nezalezi na tom, jak
dopadne Y a snadno si rozmyslime, Ze nam staci secist pravdépodobnosti vSech
kombinaci x a y, kde ma x hodnotu 0, tedy
P(X:0):P(X:O,Y:0)+P(X:O,Y:1)+P(X:O,Y:4):O+%+%:%.

Obdobné vypocteme, Zze P(Y =0)=0 +% = % . Celkem tedy mlizeme ovérit, ze

0=P(X=xY=y)#P(X=x)-P(Y=))=3-1=-2,

veli¢iny X a Y tedy nejsou nezavislé.

O zavislosti veli¢in lze rozhodnout i intuitivnim zptisobem. Obecné plati nasledujici

myslenka: pokud nam informace o tom, jak dopadlo X, néjak pomize pii odhadu

vysledné hodnoty Y, veli¢iny jsou zavislé. Zde naptiklad: dozvime-li se, Ze vysledna

hodnota X je 0, miZeme vyloucit, Ze Y ma rovnéz hodnotu 0 (viz tabulka).

a) Pripomeiime nejprve pojem podminéné pravdépodobnosti. Pokud vime, Ze veli¢ina
Y nabyla hodnoty 1, a zajima nas pravdépodobnost, Ze X bude soucasné 0,

mluvime o podminéné pravdépodobnosti P(X=0]|Y=1), kterou miizeme ze zadané
tabulky snadno spocitat ze vztahu

P(X=0]Y=1)=

1
3

P(X=0Y=1) ¢
+

P(r=1) L1+l

Analogicky zjistime, Ze P(X=1|Y=1) = %. Podminéna stfedni hodnota E[X|Y=1] se
dopocita podobné jako stiredni hodnota nepodminéna (viz 1b) s tim, Ze namisto
nepodminénych pravdépodobnosti pouzivime podminéné:
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b)

)

d)

e)

E[X|Y=1]=Yx-P(X=x|Y =1)=0-1+1.2=2.
Pro E[Y|X =1] reSime analogicky, vyjde opét %

Stredni hodnoty pocitame analogicky jako v 1b, pricemz marginalni pravdépodob-
nosti P(X=x) a P(Y=y) pocitdme podle vySe uvedeného postupu. Vyjde
—0.241.3=-3
EX=0 8 +1 8=8’
=0-141.344.1_19
EY =0 8+1 gt45=%"
Jde opét o bézny vypocet rozptylu jako v 1c, praci navic da (podobné jako
v minulém bodé) jediné vypocet marginalnich pravdépodobnosti. Vyjde:

arni zavislost mezi velicinami X a Y. Je-li tato zavislost pozitivni, potom ocekavame,
Ze veli¢iny maji tendenci ,vyvijet se stejnym smérem,” tj. pfi velkych hodnotach X
oCekavame spiSe velké hodnoty Y a opacné; v takovém pripadé ma kovariance
kladné znaménko. V nasi tabulce je tomu spiSe naopak: mala hodnota v proménné
X (tj. X=0) je spojena s velkymi hodnotami Y. Zavislost je tedy negativni a budeme
ocekavat zaporné znaménko. Kovarianci definujeme pomoci stiedni hodnoty jako

cov(X,Y)=E[(X-EX)(Y-EY)]|=E[XY]-EX-EY.
Hodnoty EX a EY uZzname z 3b, staci tedy dopocitat E[XY]. Plati:
E[XY]=2xy-P(X=xY=y)=1,
pri¢emz jednotlivé s¢itance v uvedené sumé lze snadno spocitat ze zadané tabulky;

snadno zjistime, Ze jsou vSechny kromé vyrazu 1-1-P(X=1|Y=1) nulové. Celkem
tedy mame

cov(X,Y):E[XY]—EX~EY:%—%-1—;:—%.
Vztah pro vypocet rozptylu ndhodnych veli¢in je uveden u reseni prikladu 2g, po
dosazeni mame:

Var[X+Y]=varX+varY+2cov(X,Y)=$+%+2-‘6;‘:}1=16L40 .
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Priklad 4: Podminéna stredni hodnota

UvaZujme opét ndhodné veliCiny X a Y z piikladu 3. Vbodé 3a jsme hledali stfedni
hodnotu veli¢iny Y za podminky, Ze vime, Ze veli¢ina X nabyla hodnoty 0. Obecné
bychom mohli hledat stfedni hodnotu Y pfi libovolné zndmé hodnoté x veliCiny X.
ZapiSte predpis funkce

f(x) = E[Y]|X=x].

Funkci f(x) se rikd podminénd stredni hodnota Y pri daném X a znali se Casto jako
E[Y|X].

Reseni.

Funkce f(x) je definovana pouze pro x rovno 0 nebo 1. Vzhledem k 3a nam staci do-
pocitat E[Y | X =0] :1% , potom zapiSeme funkci f(x) ve tvaru

E[Y|X=0] prox=0,

fm:{ E[Y|X =1]

prox=1,
neboli po dosazeni vypocitanych hodnot

17
f(X)={

prox =0,

o

2 -
% prox=1

Priklad 5: Sdruzené dvojrozmérné rozdéleni

Pomoci ndhodnych veli¢in X a Y z prikladu 3 definujeme vektorovou ndhodnou veli-
¢inu (nebo téz ndhodny vektor) Z piredpisem

_ X _ T
z_{y}_(x,y) .

Dale definujeme (konstantni) matici A jako

A=

=T
(=TS NSN

Pomoci vysledkt z prikladu 3 urcete

a) EZ a varZ.
b) E[AZ] a var[AZ].
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Reseni.
a) Stredni hodnota vektorové ndhodné veliCiny (resp. ndhodného vektoru) je defino-

vana jako vektor stfednich hodnot jednotlivych slozek nahodného vektoru.
Formalné zapsano pro nas pripad:

3
EX g 3
EZ= = 8 |=1 )
EY 19| 819
8
numerické hodnoty obou slozek jsme spocitali v prikladu 3b. Vyraz ,varZ“ se
v pripadé vicerozmérnych nahodnych veli¢in necte jako ,rozptyl“ nybrz pred-

stavuje tzv. variancni matici ndhodného vektoru Z, ktera vypada nasledovné
(hodnoty jsou opét dosazeny z vypoctl v prikladech 3c a 3d):

varX cov(X,Y)| ;| 15 -41
varZ= =1 .
cov(X,Y) varY 64| 41 237

b) Nasobime-li ndhodny vektor Z konstantni matici A, vysledkem je opét nahodny
vektor, ktery ma tentokrat 3 slozky, jak se mtizeme snadno presvédcit:
X+Y
AZ=| Y
X
Charakteristiky veli¢iny AZ (tj. jeji stfedni hodnotu a varian¢ni matici) mizeme
pocitat pfimo z definice, nebo miizeme vyuZzit nasledujicich vztahd, které jsou
analogii ke vztahlim pro nasobeni jednorozmérné nahodné veli¢iny redlnym
Cislem:
E[AZ]=A(EZ),
var[AZ]=A(varZ)A™.

Dosadime-li do téchto vztahti vysledky z bodu a, dostaneme:

22
E[AZ]=4|19,

3

170 196 -26
var[AZ]=6—14 196 237 —41|.

-26 -41 15
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Priklad 6: Normalni rozdéleni

Nahodné veli¢iny X a Y necht jsou nezavislé a maji obé normované normdint rozdélent.
Pripomenme, Ze zapis N(u;02) predstavuje normalni rozdéleni se stredni hodnotou i a
rozptylem 62 a Ze normované rozdéleni je rozdéleni N(0;1). Definujme pomoci téchto
veli¢in vektor Z opét predpisem Z = (X,Y)T. UrcCete pravdépodobnostni rozdéleni
nasledujicich ndhodnych velicin:

a) 3X+5.
b) [11]Z=X+Y.
d (X+Y)/2.
d) Z.
1 -1
e) AZ kde A=|[2 0
0 1
Reseni.

a) Méli bychom védét, Ze ma-li veli¢ina X normalni rozdéleni, bude mit normalni
rozdéleni i veli¢ina 3X+5 (tedy nasobeni konstantou ani jeji pricitani ,nenarusi
normalitu“). Konkrétni tvar normalniho rozdéleni je jednoznacné urcen stiedni
hodnotou a rozptylem, které v tomto piipadé snadno urc¢ime - staci si vzpomenout
na piiklad 2. Celkem miZeme psat 3X +5~ N(5;9).

b) Obdobné plati, Ze soucet dvou (nebo vice) nezdvislych normdlné rozdélenych
nahodnych veli¢in ma opét normalni rozdéleni s prislusSnymi parametry. Zde po
dosazeni X+Y ~ N(0;2).

¢) Spojenim bodi a a b zjistime, Ze jakadkoli linedrni kombinace nezavislych normalné
rozdélenych nahodnych veli¢in ma opét normalni rozdéleni. Pro vypocet v tomto
piikladé mlizeme pouzit vysledek z bodu b a dostaneme (X+Y)/2~ N(0;%%).

d) Méli bychom ukazat, Ze ndhodny vektor Z ma dvojrozmérné normdini rozdéleni.
Podle definice vicerozmérného normalniho rozdéleni ma Z dvojrozmérné normal-
ni rozdéleni, pokud kazda linearni kombinace jeho sloZek je normalné rozdélena.
Jak jsme ukazali v predchozich bodech, tato vlastnost je zarucena tim, Ze veli¢iny X
a Y jsou nezavislé. Miizeme tedy psat

o

kde 0, resp. I predstavuje nulovy vektor, resp. jednotkovou matici potrebnych
rozmeéru.
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e) Budeme opét ukazovat, ze vektor Z ma vicerozmérné normalni rozdéleni,
tentokrate vSak trojrozmérné, nebot’

X-Y
AZ=| 2X
Y

je trojrozmérny vektor. Opét vyjdeme z definice vicerozmérného normadlniho
rozdéleni. Libovolna linedrni kombinace sloZzek vektoru AZ vypada nasledovné
(oznadili jsme q, b a ¢ koeficienty linearni kombinace):

a(X-Y)+b(2X)+cY =(a+2b)X+(c—a)Y,

neboli libovolna linearni kombinace slozek ndhodného vektoru AZ Ize zapsat jako
linearni kombinace X a Y, a ma tudiz (jak jsme ukazali vySe) normalni rozdéleni.
Abychom ur¢ili tvar rozdéleni veliciny AZ, je tfeba dopocitat, jak vypada E[AZ] a
var[AZ]. To provedeme zcela analogicky jako v prikladé 5b. Celkem mizeme

zapsat:
0|2 1 -1
AZ~N||0O},l1 2 O
0||-1 0 1

Pozn.: Obecné lze Fici, Ze ma-li nahodny vektor X n-rozmérné normalni rozdéleni a
B je konstantni matice typu (mxn), ma ndhodny vektor BX m-rozmérné normalnf{
rozdéleni.

Priklad 7: Nékteré transformace normalné rozdélenych velicin

Nahodné veli¢iny X1,X2,...,X10 jsou nezavislé a maji vSechny normované normalni
rozdéleni. Definujme ndhodny vektor X predpisem X = (X1,Xz, ...,X10)T. UrCete pravdé-
podobnostni rozdéleni ndhodnych veli¢in

X+ X, +..+X, 8 1
a) y:T:EZX,:E[l 1 ... 1]X.
i=1 R
10slozek

10
b) Z=X;+X;+..+Xi;=Y X/ =X"X.
i=1

10Y
C) T:O_

T
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Reseni.

Nahodné veli¢iny X1,X2,...,X10 jsou nezavislé a maji vSechny normované normalni
rozdéleni. Definujme nahodny vektor X predpisem X = (X1,X2,...,X10). Urcete
pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych veli¢in

a)

b)

Z prikladu 6 uz vime, Ze veli¢ina Y ma normalni rozdéleni, staci uz jen spocitat jeho
stfedni hodnotu a rozptyl. Vzhledem k nulové stiedni hodnoté X1,Xz,...,X10 je
urcité EY = 0, rozptyl dopocteme snadno, kdyZ si uvédomime, Ze diky nezavislosti
veli¢in plati:

Celkem tedy zapiSeme Y ~ N(O;%) .

Zde neni co pocitat, pokud si pamatujete nasledujici vztah: maji-li nezdvislé stejné
rozdélené veli¢iny X1,Xz, ...,Xn rozdéleni N(0;1), soucet jejich druhych mocnin md chi-
kvadrdt rozdélen s n stupni volnosti. Zapiseme tedy Z ~ y*(10).

Jde o podobny pripad jako v b, spravnou odpovédi je opét jedno z klasickych”
spojitych rozdéleni, tentokrat vsak jde o studentovo t-rozdéleni. Obecné plati vztah:
jsou-li veli¢iny U a Z nezdvislé s rozdélenimi U~ N(0;1) a Z ~ x*(n), potom veli¢ina

N

Jz
md studentovo t-rozdéleni s n stupni volnosti (znacené t(n)). Snadno ovéiime, Ze
pokud definujeme veli¢inu U predpisem U:\}EY, potom U~ N(0;1). Lze dale
ukazat, ze U a Z jsou nezavislé (to da dost prace a nebudeme se tim zde zabyvat).
Celkem tedy mame U a Z nezavislé, U ~ N(0;1), Z ~ x*(10). Odtud snadno ukaZe-
me, Ze

Y 0= _r o).

N AN 7

Priklad 8: Kvantilova funkce, interval spolehlivosti

a)
b)

Najdéte median a 70% kvantil rozdéleni nahodné veliciny X z prikladu 1.

Najdéte interval, do kterého spadne velic¢ina Y z prikladu 7 na 95%. Presné receno,
najdéte takova ¢isla I a u, aby platilo P(Y<I1) = P(Y>u) = 2,5%. Hledany interval je
potom (Lu).

Najdéte obdobny interval pro veli¢inu T.
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Reseni.

a)

b)

Pripomenime nejprve, co je to (100p)-procentni kvantil nahodné veliiny. Jde-li
o ndhodnou velic¢inu, kterd ma prostou a spojitou distribu¢ni funkci (jako ma
napiiklad normalni rozdéleni), mizeme tento kvantil definovat jako ¢islo xp, které
spliiuje vztah: P(Xﬁxp):p. Pro ostatni veli¢iny definujeme (100p)-procentni
kvantil xp jako nejmensi ¢islo, které spliiuje vztah P(X<x, )>p. Pro zadani 8a
miiZzeme tento vztah konkrétné piepsat jako P(X <x;,)>0,7 . Z tabulky, ve které
je zadano rozdéleni nahodné veli¢iny X z prikladu 1, snadno zjistime, Ze tento
vztah spliuji hodnoty x vétsi nebo rovny 4. Nejmensi z téchto hodnot je prirozené
tislo 4. ZapiSeme tedy x,, =4 . Obdobné spocitame median, ¢ili 50% kvantil, jako
Xp5=x=1.
Podle 7a Y ~N(0;0,1), coz je rozdéleni se spojitou a prostou distribu¢ni funkci,
Cislo | je tedy presné jeho 2,5% kvantil (viz bod a), ktery znacime yoo0zs.
Rozmysleme si nyni, jak bude vypadat ¢islo u. Plati, Ze P(Y >u)=1-P(Y <u).
Vzhledem k tomu, Ze u spojitych rozdéleni je P(Y = y)=0 pro libovolnou hodnotu
y, plati také P(Y <u)=P(Y <u), avztah, kterym je v zadani definovano ¢islo u,
muzeme prepsat jako

P(Y <u)=1-0,025,
neboli u je vlastné 97,5% kvantil rozdéleni veli¢iny Y, neboli yo,97s. Poznamenejme,
Ze obecné se interval (yo,025;)0975), tedy interval mezi 2,5% a 97,5% kvantilem,
nazyva oboustrannym 95% intervalem spolehlivosti pro veli¢inu Y.
Pripomenime si, jak najit kvantily normalniho rozdéleni pomoci statistickych
tabulek. V tabulkach najdeme pouze kvantily N(0,1), které oznacCujeme up, a to
jesté pouze pro p = 0,5. Pomoci téchto tabulek najdeme snadno u=yo97s, pokud si
uvédomime, Ze veli¢ina Y lze vyjadrtit pomoci veli¢iny U ~ N(0;1) néasledovné

U

N

odkud vyjadiime
0,975=P(Y < y,975)= P(T Yo 975] (U <\10 'J’0,975) ,

a tedy
\10- yg,975 =Up 975, Neboli y, 975 = F “Up,975 -

Hodnotu uo97s jiz v tabulkdch snadno najdeme (je to priblizné 1,96) a hodnotu
Y0975 snadno dopocitame. Zcela analogicky bychom ukazali, ze

_1
Yo,025 =0 “Up,025 -

)
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Hodnotu uo02s sice vtabulkdch nenajdeme, ale jelikoZ normované normalni
rozdéleni je symetrické okolo nuly, musi platit, ze
Up,025 =—Uo,975 €AY Y0025 =—Y0,975

a nemusime vlastné nic dalsiho pocitat. Hledany interval je tedy ptiblizné

1 1
-—-1,96 ; —-1,96 |.
( NiT 6; Jio 6)

Jiz vime, Ze veli¢ina T ma studentovo t-rozdéleni s 10 stupni volnosti, a také vime, Ze
budeme hledat jeho oboustranny 95% interval spolehlivosti, jehoZz hranice tvori
2,5% a 97,5% kvantil prisluSného rozdéleni. Kvantily studentova rozdéleni pro
rizné pocty stupnid volnosti jsou opét tabelovany, (100p)-procentni kvantil
z rozdéleni t(n) znacime zpravidla tons muzZeme tedy zapsat nas interval jako
(t0,025,10 to,975,10) = (=t0,975,10 to,975,10) = (~2,23;2,23),

kde jsme vyuzili toho, Ze i t-rozdéleni je symetrické okolo nuly.

Priklad 9: Nahodny vybér z normalniho rozdéleni

Nahodné velic¢iny X1,Xz, ...,

X10 jsou nezavislé a pochdazi z rozdéleni N(x;02). Ozna¢me

symboly X a S? nahodné veli¢iny

U
:_OE

10
2_1 Y2
§* =320 X7,

Urcete rozdéleni nasledujicich ndhodnych velic¢in:

a) X.

b) U=XZ#.
o
10
2

c) Z—%
(e

d) roX-#
SZ
10
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Reseni.

a)

b)

)

d)

Velitina X je definovana podobné jako veli¢ina Y v ptikladu 7a, rozdil je pouze
vtom, Ze veli¢iny X: tentokrat pochazeji zobecného, nikoli normovaného
normalniho rozdéleni. 1 zde bude zifejmé vysledkem normadlni rozdéleni, jeho
parametry budou EX a varX , pfi¢em?

Miizeme celkem shrnout X ~ N(y, o?).

Pozn.: Pfredstavme si, Ze sledujeme statisticky znak X, ktery je v populaci ptiblizné
normalné rozdélen (napf. vyska jedince nebo 1Q), a chceme znat parametry tohoto
rozdéleni. Z toho diivodu miZeme provést ndhodny vybér o rozsahu n jedinci
(ziskdme tak vlastné n nezavislych realizaci nahodné veli¢iny X). Zobecnime-li
vysledek tohoto ptikladu, mizeme fici, Ze vybérovy primér ma potom normalni
rozdéleni N(u;c?/n).
Vzhledem k vysledku bodu a a znAmym pravidliim pro praci s normalné rozdéle-
nymi veli¢inami a konstantami (viz 6a) se snadno presvédcéime, Ze veli¢ina U ma
normované normaln{ rozdéleni N(0;1).
Odvozeni tohoto vztahu da trochu prace, proto je lepsi si jej pamatovat: plati, Ze
veli¢ina Z ma rozdéleni y»2(9). Pokud bychom podobnym zplisobem pracovali
namisto deseti veli¢in X1,Xz,...,X10 obecné s n (totoZnymi) veli¢inami X1,X2,...,Xn,
platilo by, Ze
2
(n— 1)5 (n 1.

Nejprve si uvédomime, Ze plati nasledujici rovnost:

XyX,u

EEEE

Uz vime, Ze U~N(0;1) a Z~ x*(9), a pokud si piipomeneme vztah z fe$enf
prikladu 7c, snadno odhalime, Ze veli¢ina T ma studentovo t-rozdéleni s 9 stupni
volnosti (opét zde pro jednoduchost nebudeme ovérovat, ze U a Z jsou nezavislé).
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Priklad 10: Test hypotézy o stredni hodnoté

Nahodné veli¢iny X1,X2, ..., X10 jsou nezavislé a maji vSechny stejné rozdéleni (oznatme
jej L). Zname hodnoty jedné realizace téchto ndhodnych velicin (tj. vybérovy soubor)
X1,X2,...,X10, jejichZ hodnoty (zapsané do sloupcového vektoru x) jsou nasledujici:

x=[2301032310].

Testujte na 95% hladiné vyznamnosti hypotézu, Ze stiedni hodnota rozdéleni L je
rovna 2, proti oboustranné alternativé, tj. testujte:

Hy: wu=2,
Hy: u=#2,

kde u je stfedni hodnota rozdéleni L. Predpokladejte pritom, Ze vime...

a) ..zerozptyl Lje 1.

b) ...Ze L je normalni rozdéleni (s nezndmym rozptylem).

Reseni.

a) Pro test hypotézy o stredni hodnoté budeme pouzivat aritmeticky primér hodnot
X1,X2,...,X10. Vyjdeme z toho, Ze se jedna o realizace nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veli¢in X1,Xz,...,X10. Pro ucely testovani hypotéz potfebujeme prede-
v§im znat pravdépodobnostni rozdéleni aritmetického priméru téchto veli¢in

Oznacime-li stfedni hodnotu rozdéleni L jako x a jeho rozptyl jako o2 (podle zadani
tedy o2 = 1), miizeme podobné jako v ptikladu 9a mizeme urcit, Ze

EX= U,
2_1

_o-—

varX = 0

Zatim jsme oviem nic nefekli o tvaru rozdéleni velitiny X, ktery budeme pro
testovani potfebovat. Tady nam prijde na pomoc centrdlni limitni véta, ktera
zhruba tika, Ze srostoucim poctem nezavislych nahodnych veli¢in se rozdéleni
jejich aritmetického primeéru blizi k rozdéleni normalnimu. Budeme piedpokladat,
Ze v naSem pripadé je pocet velic¢in (10) dostatecny, a tedy zZe

X~ N(u3 75

Za platnosti nulové hypotézy zname dokonce rozd&leni pro X zcela piesng, nebot
potom zname y = 2, a tedy
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b)

X~N(2

L1
7707

Pristupme nyni k samotnému testovani hypotézy o stiedni hodnoté. Snadno se
presvédcime, Ze

10

x=L =

X=72x=15.
i-1

Test hypotézy probihd nasledovné. Vyjdeme z nulové hypotézy (u = 2) a zjistime,
zda se nam za jeji platnosti ndhodou nezda namétreny vysledek x=1,5 ,prili§
podezrely“. Pokud ano, nulovou hypotézu zamitneme ve prospéch Hi. Co presné
znamena formulace ,prili§ podeziely“? Je to docela prosté: podezield hodnota je
takova, kterd padne moc daleko od stfedni hodnoty u = 2, presnéji feCeno takova
hodnota, ktera opusti oboustranny 95% interval spolehlivosti pro X (procento
intervalu spolehlivosti odpovida hladiné vyznamnosti testu, oboustranny interval
uvazujeme proto, Ze formulovana alternativni hypotéza je oboustranna). Vzhledem
k tomu, e rozdéleni pro veli¢inu X jsme jiZ uréili, nen{ problém interval spoleh-
livosti stanovit - provedeme to podobnym zptisobem, jako v prikladu 8b. Vyjde

o o
(# —Up 975 ﬁ s H+Ug 975 ﬁj = (2 —Up 975 % 324U g75 \f?lo ) =(1,38;2,62).

Hodnota x =1,5 do tohoto intervalu spada, tedy Ho nezamitame.

Podobné jako v bodé a zde plati, Ze X ~ N(x;0?/10), tentokrat viak o nezna-
me, nemiiZzeme proto na tomto rozdéleni zalozit nase ,testovaci tivahy“. Nezbyva
nam, ne’ rozptyl o odhadnout. U¢inime tak pomoci vybérového rozptylu

2 1 0 <\2
S =39 Z (Xi - X) ’
i=1
ktery mlizeme chapat jako realizaci nahodné veli¢iny S? definované jako v ptikla-

du 9. Jak uz vime z ptikladu 9d, ma veli¢ina

X—p

52
\AE

studentovo t-rozdéleni s 9 stupni volnosti. Pravé této veli¢iny vyuZzijeme pfi testo-
vani naSich hypotéz. Za platnosti Ho je © = 2, miZeme tedy zkoumat, zda vybérova
hodnota veli¢iny T spoctena jako

T=

Malé statistické repetitorium

spada do oboustranného 95% intervalu spolehlivosti pro velicinu s rozdélenim t(9).
Podrobnéji feCeno, zajima nas, zdali

t e(—to975,9 5 to975,9), nebolizda [¢[< £y 975 o-
Pokud ano, nulovou hypotézu nezamitame. Podotknéme, Ze uvedena podminka lze
zapsat téz jako

52

E .
Vnasem piipadé mlzeme numericky spocitat t=-1,25, coz je hodnota, kterad

spada do 95% intervalu spolehlivosti pro veli¢inu s rozdélenim ¢(9), ktery se urci
zcela analogicky jako v 8c a je priblizné (—2,26;2,26) . Nulovou hypotézu tedy ani

|)_(—2|§to,975,9'

v tomto pripadé nezamitame.



