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Uvod

Tato skripta slouzi jako doprovodna literatura k pfedmétu Kvantitativni ekonomie na Vysoké skole ekono-
mické v Praze. Obsahem jsou vybrané kvantitativni pristupy zkoumajici ekonomickou realitu na mikro
i makro urovni. Skripta nabizi prehled zikladnich statickych, linedarnich a deterministickych ekono-
mickych modeld. Hlavni diraz je kladen na aplikaci samotnych vypoctd v matematickém programu
MATLAB. Pro piehlednost se v textu objevuji riizné vsuvky nékolika typd.

Vyklad teorie

Dilezité matematické a ekonomické pojmy jsou umistény do cerveného ramecku. Seznam téchto
pojm lze nalézt v dodatku na strince 142.

Navod k MATLABu

Ve zlutém, rimecku se nachdzeji zakladni instrukce pro praci s MATLABem. Seznam téchto ra-
meckd se nachdzi na strané 143. V dodatku B jsou pak vypsany zikladni funkce Matlabu.

Skript

Zeleny raimecek ohranicuje skript spustitelny v MATLABu. U levého okraje je vzdy zobrazeno ¢islo
fadku pfislusného souboru se skriptem. Seznam skripti je na strané 144.

Poznimka / Doporucena literatura

V sedivém ramecku jsou umistény poznamky na okraj vykladu. Na konci kazdé kapitoly také sedivy
raimecek obsahuje doporucenou literaturu.

Price na téchto skriptech byla podporena v ramci projektu F4/18/2016 Interni rozvojové soutéze
Fakulty informatiky a statistiky Vysoké skoly ekonomické v Praze.



Kapitola

Pravdepodobnostni rozdéleni a linearni
regrese

V této kapitole se budeme zabyvat generovinim ndhodnych dat a nisledné jednoduchou regresni analyzou.
Predstavime si normalni rozdéleni a t-rozdéleni a ukazeme si, jak si vykreslit obrazky jejich distribu¢nich
funkei a hustot a jak generovat nahodné veliciny z téchto rozdéleni. Dale si zkusime jednoduchou regresni
analyzu nad generovanymi daty.

Kli¢ovd slova: normdlni rozdéleni, t-rozdélent, linedrni regrese, regresni primka, rezidua, t-test.

1.1 Normalni rozdéleni

Nejdfive si vedle sebe zobrazime grafy distribu¢ni funkce F'(z) a hustoty f(x) normovaného normal-
niho rozdéleni N (0, 1). Grafy obou funkci si nechame vykreslit na intervalu x € [—5, 5]. Toho doci-
lime tak, Ze si tento interval rozdélime na nékolik od sebe stejné¢ vzdalenych bodd, vytvorime si vektor
(—5,—4.9,—4.8,...,5). Krok 0,1 volime jako pfiklad, v principu mizeme zvolit jakykoliv dostate¢né
maly krok, napt. 0,01 nebo 0,001. Pro kazdy bod z tohoto vektoru si spo¢teme hodnotu funkei F'(z)
i f(x) a zaneseme do grafu.
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Funkce plot a price s grafy

Vykresleni gratu v MATLABu typicky probiha v nasledujicich krocich.o

Funkce figure otevre prazdné okno grafu.

Pokud potiebujeme vice grafdi v jednom okné, zavolame funkci suplot (m,n,p), ktera nim
okno grafti rozdéleni na mxn dlazdici a vybere p-tou dlazdici pro vykresleni.

Hlavni funkeci pro dvojrozmeérné grafy je plot. Jeji zakladni podoba plot (X,Y) nam vy-
kresli graf hodnoty Y proti hodnotim X. Tato funkce mize mit fadu argumentd, které ovliv-
nuji vzhled grafu, jak si ukdzeme v pribehu celého textu.

Pokud to vyzadujeme, funkce axis([a b c¢ d]) nastavi horiznotalni osu na rozsah od a
do b a vertikalni osu od ¢ do d

Funkce title(t) pojmenuje graf a dvojice funkci xlabel(t) a ylabel(t) pojmenuje
osy.

Prikazhold on zplsobi, ze dalsi zavolani funkce plot do soucasného grafu pridd vykresleni.
Prikaz hold off zplsobi, Ze dalsi zavolini plot soucasny graf smaze.

Pravdépodobnostni rozdéleni

Pro prici s pravdépodobnostnimi rozdélenimi obsahuje MATLAB nékolik funkei.

cdf ('name',x, ...) vrati hodnotu distribu¢ni funkce rozdéleni 'name’' v bodé x.
pdf ('name',x,...) vriti hodnotu funkce hustoty rozdéleni 'name' v bod¢ x.

icdf ('name',y,...) vriti hodnotu kvantilové funkce (tedy inverzi k distribu¢ni funkci)
rozdéleni 'name' v bodé y.

random('name', . ..) vrati nahodné Cislo vygenerované z rozdéleni 'name’.

Dalsimi argumenty téchto funkei jsou parametry konkrétnich rozdéleni. Nasleduje prehled casto
pouzivanych rozdéleni s jejich MATLAB jménem a moznymi argumenty.

Binomické rozdéleni 'bino’ N, p
x2-rozdéleni 'chi' nu
Exponencidlni rozdéleni 'exp' mu
F-rozdéleni B nul, nu2
Geometrické rozdéleni 'geo' P
Logistické rozdéleni 'logistic' mu, sigma
Normilni rozdéleni 'norm' mu, sigma
Poissonova rozdéleni 'poiss' lambda
Studentovo t-rozdéleni "t nu

Spojité rovnomérné rozdeleni 'unif' a, b
Diskrétni rovnomérné rozdéleni  'unid' N

Napt. piikaz x = random('norm', 0, 2, [1076, 1]) vytvoii simulovany vybér z N (0, 2?)
o velikosti 109 a vlo7i jej do sloupcového vektoru x.
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Obrézek 1.1: Distribu¢ni funkce (vlevo) a hustota (vpravo) normovaného normélniho rozdéleni.

NormStudent .m: Grafy normalniho rozdéleni

figure;

subplot (1, 2, 1);

xAxis = -5:0.1:5;

yAxis = cdf ('norm', xAxis, 0, 1);

plot (xAxis, yAxis);
title('Distribution Function of N(0,1)');
xlabel('x"');

10 ylabel ('F(x)');

11 subplot(l, 2, 2);

12 xAxis = -5:0.1:5;

13 yAxis = pdf('norm', xAxis, 0, 1);

14 plot(xAxis, yAxis);

15 title('Density Function of N(0,1)');
16 xlabel('x');

17 ylabel ('f(x)');

NO CO N O\ U oA W

Nyni si vygenerujeme n = 30 ndhodnych hodnot z = (z1,...,2,)" z normélniho rozdéleni se
stredni hodnotou y1 = 0 a smérodatnou odchylkou o = 20.

LinReg.m: Nihodny vybér z normalniho rozdéleni

n = 30;
z random('norm', 0, 20, [n 1]); % sloupcovy vektor n x 1

N W

Tento nihodny vybér si nechime vykreslit do grafu. Dale si nakreslime histogram o 6 sloupcich
s prolozenou hustotou normalniho rozdéleni. S vétsim rozsahem nihodného vybéru bude histogram vice
podobny hustot¢ normélniho rozdéleni.
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LinReg.m: Grafy nahodného vybéru

figure;

subplot (1, 2, 1);

plot(z, '.b', 'MarkerSize', 20);

title ('Random Sample from N(0,20)');

10 xlabel('i');

11 ylabel('z_i'); % podtrzitko vysazi i jako dolni index
12 subplot(1l, 2, 2);

13 histfit(z, 6, 'morm');

14 title('Histogram of Random Sample from N(0,20)');

O 0 NN O

Specifikace ¢ary ve funkci plot
Ve funkci plot mizeme pomoci argumentu LineSpec urcit tfi atributy vykreslovani:
* styl car spojujicich body,
* typ symbolu jednotlivych bodd,
* barvu car a boda.

Tyto atributy nastavime pomoci jednoho fetézce, ktery je slozeny ze znakl odpovidajicim jednotli-
vym hodnotdm atributim. Napr. plot (x,y, ' -xr') vykresli graf jako spojité Ciry (symbol '-"'),
s ktizky jako body (symbol 'x ') v éervené barvé (symbol 'r'). Symboly atributd mohou byt zadiny
v libovolném poradi. Nasleduje vycet moznych hodnot atribut.

Typy car Typy bodu
'-='  Neprerusovand cara '+'  Znaménko plus
'--'  Prerusovana cara ‘o' Kruh
":'  Teckovana Cira "x'  Hvezdicka
'—.'  Cerchovana ¢ira ".'" Bod

'x' Krizek

Druhy barev 's'  Ctverec (square)
'r'  Cervend (red) 'd' Diamant (diamond)
'g'  Zelena (green) '~'  Trojahelnik sméfujici nahoru
'b! Modré (blue) 'v' Trojuhelnik sméfujici dolt
'c'  Tyrkysovi (cyan) '>'  Trojahelnik sméfujici doprava
'm'  Purpurovi (magenta) '<'  Trojahelnik smétujici doleva
'y' Zluta (yellow) 'p' Péticipd hvézda (pentagram)
'k! Cernd (black) 'h'  Sesticipi hvézda (hexagram)

I Bila (white)

1.2 Analyza generovanych dat pomoci linearni regrese

Nés nahodny vybér z = (21, ..., z,)’ ted pouzijeme pro vytvoreni dat, se kterymi budeme dale pracovat.
Jedna se moznd o trochu zvlistni postup, kdy budeme analyzovat data, kterd si sami vytvorime, ale nam
jde ted pfedevsim o ilustraci pouzitych metod nez o feseni skute¢ného empirického problému, kde data
sbird analytik. To je zakladni princip tzv. simulace. Jde o uZite¢nou metodu, kdy si sami generujeme
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Obrézek 1.2: Nahodny vybér z N (0, 20) (vlevo) a jeho histogram (vpravo).

data, kterd nasledné predkladdme statistickym proceduram. Timto zpisobem miZzeme zkoumat vlastnosti
statistickych metod pro generovand data. To mize byt velmi uZite¢né v pfipadé, kdy teoretické odvozeni
vlastnosti metod je pfilis narocné.

Vytvotfime si dva vektory & = (x1,...,2,) ay = (y1,...,yn) dané predpisem
i =10+ 0.5(i — 1) proi=1,...,n, (L)
Yi =3+ 5x; + z; proizl,...,n. )

LinReg.m: Generovani dat

16 x = (10:0.5:24.5) ';
17 y = 3 + 5 x x + z;
Dile si nechdame vykreslit zdvislost y na , tedy body o soufadnicich (x;,y;) proi =1,...,n.
~
LinReg.m: Vykresleni dat
19 figure;

20 plot(x, y, '.b', 'MarkerSize',6 20);
21 title('Data for Linear Regression');
22 xlabel('x');
23 ylabel('y');

Nyni ,,zapomeneme*, jakym zplisobem jsme data vygenerovali a pokusime se modelovat zavislost y
na x pomoci linearni regrese. Zapiseme si tedy model regresni primky

yi=,81+,82.%'i+8i, 81%1]\[(0,02) proizl,...,n, (1.2)

kde B je konstantni koeficient, 3 je koeficient regresoru @ a €; jsou nezavislé nahodné velic¢iny z nor-
malniho rozdéleni se stfedni hodnotou ;1 = 0 a neznimou smérodatnou odchylkou o. Tento model
muzeme zapsat i v obecném maticovém znaceni jako

y=X3+e, e ~ N(0,0°1), (1.3)

kde 0 je vektor nul a I je jednotkova matice. Oznacme k pocet parametri, v nasem pfipadé k = 2. Matice
X ma tedy n radka a k sloupct, kde prvni sloupec je tvofeny samymi jednickami a druhy sloupec je
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Data for Linear Regression
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Obrazek 1.3: Prolozeni dat regresni pfimkou.

tvofeny vektorem &. Metodou nejmensich ¢tverct si mizeme spocitat odhad koeficientd 8 = (51, B2)’
pomoci znamého vzorce

B=(X'X)"'X"y. (1.4)

Dale si spocteme prolozené hodnoty

y=X8. (1.5)

25 k = 2;

26 X = [ones(n, 1) x];

27 betaHat = (X' *x X)7(-1) *x X' x y
28 yHat = X * betaHat;

Regresni pfimku si pfidime do grafu dat.

30 hold on;
31 plot(x, yHat, 'g', 'LineWidth', 2);
32 hold off;

Dalsim krokem bude vypocet rezidui modelu

a jejich zobrazeni v grafu podle indexu i. Pomoci rezidui » = (rq,...,r,) miZeme jesté spocitat

statistiku .
1
2 _ 2
5= ;Zl re, (1.7)
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Residuals
50

Obrizek 1.4: Rezidua regresniho modelu.

ktera je nestrannym odhadem rozptylu o nihodnych chyb &;.

LinReg.m: Vypocet rezidui a odhadu rozptylu

34 res =y - yHat;
35 82 = sum(res.”2) / (n - k)

Rezidua si dale mtzeme vykreslit do grafu.

LinReg.m: Graf rezidui
37 figure;
38 xAxis = 1:n;
39 plot(xAxis, res, 'mo-');

40 title('Residuals');
4] xlabel('i');

42 ylabel('y_i-yHat_i');

1.3 t-rozdéleni a t-test

Nakonec budeme testovat nulovost regresnich parametri. Nez ale pfistoupime k vypoctu samotné testové
statistiky, pfipomenime si, jak vypadd Studentovo t-rozdéleni. Nakreslime si jeho hustotu pro rtzné
stupné volnosti a ukazeme si, Ze s rostoucim poctem stupni volnosti konverguje Studentovo t-rozdéleni
k normalnimu rozdéleni. Graf si vykreslime v cyklu pro pocty stupni volnosti df = 1,...,30, kdy
v kazdé iteraci vykreslime hustotu normalniho rozdéleni a hustotu Studentova t-rozdéleni s df stupni

volnosti. Na konci kazdé iterace jesté zastavime program na pul vtefiny, ¢imZ se nam graf vykresli jako
animace s rostoucim poctem stupni volnosti.
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Density of Student’s t—Distribution with 2 Degrees of Freedom
0-5 T T T T T T T
— Normal Distribution
t-Distribution b

0.45F

0.4

0.35

0.3

X 0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Obriazek 1.5: Konvergence hustoty t-rozdéleni k normalnimu rozdéleni.

NormStudent .m: Graf ¢-rozdéleni

19 figure;

20 xAxis = -4:0.1:4;

21 for df = 1:30

22 plot (xAxis, pdf('norm', xAxis, 0, 1), '-r');

23 hold on;

24 plot (xAxis, pdf('t', xAxis, df), '-b');

25 legend ('Normal Distribution', 't-Distribution');
26 hold off;

27 axis([-4 4 0 0.5]);

28 tit = ['Density of Student''s t-Distribution with
29 tit [tit, num2str(df), ' Degrees of Freedom'];
30 title(tit);

31 xlabel('x"');

32 ylabel ('f(x)');

33 pause (0.5);

34 end

Prejdeme k odvozeni ¢-statistiky. V modelu (1.3) plati
B~N@BQ), Q=0X'X)"

Potom je
Q:=6*(X'X)"!

nestranny odhad kovariancni matice €2 estimatoru 3. Specidlné, diagonalni prvek €2; ; je odhadem roz-

ptylu 3;, a tudiz /€2 ; je odhadem smérodatné odchylky Bj- Nyni si jiz vypocteme testovou ¢-statistiku
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T — Gl (1.8)

Vg
Je-li tato testovi statistika mensi nez kvantil ¢,,_(1—§ ) t-rozdéleni s n— k stupni volnosti, nezamitame

hypotézu o nulovosti koeficientu 3 na hladiné c. Kriticky obor, ve kterém zamitime nulovost koeficientu
f3j, je tedy mnozina

W= {T] ztn_k<1—%)}. (1.9)

Test budeme provadét na hladiné av = 0.05. Vypocteme si testovou statistiku 7 a kvantil ¢,,_1(0.975)
a zjistime, zda uvedena nerovnost plati ¢i ne.

-
LinReg.m: Vypocet t-testu

44 alpha = 0.05;

45 omegaHat = s2 * (X' * X)~(-1);

46 tStat = abs(betaHat) ./ diag(omegaHat). (1/2)
47 tCrit = icdf('t', 1 - alpha / 2, n-k)

48 inW = tStat > tCrit

Poznamka

Diky nihodné generovanym datdm pfi kazdém zavoldnim programu samozfejmé dojdeme k riiz-
nym vysledkim. Mizeme si libovolné upravovat pocet pozorovani nebo smérodatnou odchylku
naseho nahodného vybéru. Nizsi pocet pozorovani a vyssi rozptyl ndhodné slozky dat bude mit
tendenci nezamitat nulovost koeficientu 3. U vyssiho poctu pozorovani a nizsiho rozptylu pak
dojde k opac¢né situaci.
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Kapitola

Metoda nejmensich ctvercu a metoda LAD

Tradi¢né se pro odhad koeficient? linedrni regrese pouziva metoda nejmensich ¢tverct. My si pfedstavime
jeji alternativu - metodu LAD, ktera je vice robustni k odlehlym pozorovinim.
J€ J ym p

Kli¢ovd slova: linedrni regrese, regresni rovina, metoda nejmensich ctvercii, metoda LAD, odleblé pozorovini.

2.1 Data a model linearni regrese

Pomoci funkce csvread si nacteme data, ktera budeme chtit analyzovat. Nebudeme se zabyvat inter-
pretaci dat. Jediné, co potfebujeme védét, je, Ze mame k dispozici n = 20 pozorovani pro proménné
y=(1,.--.,yn)sx1 = (z11,...,2n1) ax2 = (212,...,%pn2)". Budeme zkoumat zdvislost y na
a1 a 2 pomoci linerani regrese

yi = B+ 2182 + 75283 + €, 1=1,...,n.

Muzeme také pouzit maticovy zdpis

y=XB+e, (2.1)
kde jsme oznadili X = (e, x1,x2),e = (1,...,1), 8= ($1,52,83) ae = (e1,...,&n)"

LAD.m: Nacteni dat

3 data = csvread('Data.csv');

4 Y = data(:,1);

5 n = length(Y);

6 X = [ones(n, 1) data(:, 2) data(:, 3)];

Nactend data si zobrazime jako trojrozmérny graf pomoci funkce plot3.

10
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Obrazek 2.1: Mfizky vytvofené z horizontélnich soutadnic (1, 2, 3, 4)" a vertikdlnich soufadnic (6, 7, 8)’.

Vizualizace 3D dat

V MATLABu se pro vykresleni trojrozmérnch grafl pouzivaji nasledujici funkce.

* Funkce plot3(x, y, 2) je trojrozmérna obdoba plot(x, y). Lze poutzit stejné specifi-
kace car jako u plot(x, y), napf. 'r' pro Cervenou barvu.

* Funkce surf (X, Y, Z) slouzi k pro vykresleni trojrozmérného povrchu. Tato funkce maze
mit jako vétsina funkei nekolik zplisobti zapisu. V pripade¢, ze funkci doddme tfi stejné velké
matice X, Y a Z, funkce vykresli povrch o vyskich danych hodnotami v Z o soufadnicich
danych hodnotami v X a Y. Matice X a Y se zpravidla vytvori pomoci funkce meshgrid.

* Funkce contour (X, Y, Z) funguje podobn¢ jako funkce surf, jen misto trojrozmérného
grafu vykresli graf dvojrozmérny. Funkce vykresli vrstevnice (Ciry, jejiz body maji stejnou

vysku) podle hodnot v Z.

* Funkce meshgrid(x, y) spocte dvojici matic [X, Y]. Matice X je vytvofena opakova-
nim vektoru x v fadcich. Matice Y je vytvorena opakovanim vektoru y ve sloupcich. Obé
matice x a Y maji pocet fadka rovny délce y a pocet sloupct rovny délce x. Tuto funkci
Ize interpretovat jako vytvoreni mfizky v dvourozmérném prostoru. Uvedeme jednoduchy
priklad. Horizontélnim soufadnicim (1,2, 3,4)" a vertikdlnim soufadnicim (6, 7, 8)" odpo-
vida mfizka zndzornénd na obrazku 2.1. Horizontdlni souradnice jednotlivych bodd mfizky
si zapiSeme do matice X a vertikalni souradnice do matice Y. V nasem prikladu tedy mame

12 3 4 6 6 6 6
X=[(1234), v=|(7v777
12 3 4 8 8 8 8

Tyto matice ziskame zavolanim pfikazu [X, Y] = meshgrid([1 2 3 4], [6 7 8]).
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Obrézek 2.2: Proménna y v zavislosti na @1 a @s.

LAD.m: Zobrazeni dat

8 figure (1);

9 plot3(X(:, 2), X(:, 3), Y, 'ok'");
10 xlabel ('X1');

11 ylabel ('X2');

12 zlabel('Y');

13 hold on;

2.2 Metoda nejmensich ctvercu

Koeficienty 3 z modelu (2.1) odhadneme metodou nejmensich ¢evercl. K tomu pouzijeme vzorec (1.4)
z kapitoly 1. Tyto odhady oznadime jako 915 = (BPLS | BOLS | BOLSY . Metodu nejmensich étverch
si naprogramujeme jako funkci s argumenty y a X.

LAD.m: Metoda nejmensich ¢tverct

15 function betaHat = myOLS(Y, X)
16 betaHat = (X' * X)~(-1) * X' *x Y;
17 end

Dale si budeme chtit odhadnuté koeficienty zakreslit do grafu. V pripadé zavislosti na jedné proménné
jsme vykreslovali (viz kapitola 1) regresni pfimku do dvojrozmérného grafu. V pfipadé zavislosti na dvou
proménnych ted budeme vykreslovat regresni rovinu do trojrozmérného grafu.
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Nejdfive si vytvorime mfizky pro hodnoty @1 a @2, ve kterych budeme pocitat hodnoty regresni
plochy. Hodnoty @1 budeme britz g = (0,0.1,...,0.7)’, hodnoty @2 z h = (0, 10,...,70)". Dile si
vytvofime maticové mrizky

0 ... 0
58 O 0.1 ... 0:7 58 10 10

G = (gi’j>i:1,j:1 =|: : a H= <hi’j)i:1,j:1 = 15
0 0.1 0.7 70 70

které v MATLABu ziskame prikazem meshgrid.

LAD.m: Mrizka vysvétlovanych proménnych

19 Xlgrid 0.0:0.1:0.7;

20 X2grid 0:10:70;

21 [X1mesh X2mesh] = meshgrid(Xigrid, X2grid);
22 [I J] = size(X1mesh);

Pro kaidy bod (3, j) z téchto mfizek si odhadneme vysvétlovanou proménnou (tedy vysku regresni
roviny) jako

~OLS AOLS AOLS AOLS
Ui; " =B +9iiBs 7 + hijB5 .

V MATLABu pak regresni rovinu vykreslime pomoci pfikazu surf. Rovinu pfidime do stavajiciho

obrazku s daty.

p
LAD.m: Odhad regresni roviny metodou nejmensich ¢tvercu

24 betaOLS = myOLS(Y, X)
25 YmeshOLS = zeros(I, J);
26 for i = 1:1

27 for j = 1:J

28 YmeshOLS (i, j) = betalOLS(1)

29 + Xlmesh(i, j) * betaOLS(2)
30 + X2mesh (i, j) * betaOLS(3);
31 end

32 end

33 figure (1);

34 surf (X1mesh, X2mesh, YmeshOLS,

35 'FaceColor', 'b', ¥ obarvi povrch na modro
36 'FaceAlpha', 0.5); % nastavi pruhlednost

2.3 Metoda LAD

Koeficienty 3 mizeme odhadnout i jinym zplisobem nez metodou nejmensich ¢tverci. Dalsi metodou,
kterou si predstavime, bude tzv. metoda LAD.
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Obrizek 2.3: Proménnd y a jeji odhady metodou nejmensich ¢tverct v zavislosti na 1 a .

Metoda LAD (Least Absolute Deviations) je statistickd a optimaliza¢ni technika, kterd obecné
zadanymi daty proloZi funkci fg. Metoda hleda zavislost proménné y = (y1,...,yn)" na pro-
ménnych X = (z;;)2)' ;_; pomoci funkee fg s neznamymi parametry 8 = (B1, ..., Bm)"
Tyto parametry najdeme optimalizacni ulohou

n
min E
s =1

Jednd se o minimalizaci souctu absolutnich hodnota rezidui. Metoda nejmensich ¢tvercl oproti

B = Sl 0 - o o o @) 2.2)

tomu minimalizuke soucet kvadritd rezidui.

Uloha (2.2) je formulovana obecné. My budeme fegit Glohu linearni v parametrech tvaru

n
min E
s =1

Uloha (2.3) prevedeme do tvaru linedrniho programovéni. Absolutni hodnoty v u¢elové funkci minima-
liza¢ni ulohy se mzeme zbavit trikem popsanym v nasledujici poznamce.

Yi — B1rai + Poxio - - + BmTim|- (2.3)
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Poznamka

Necht mame optimalizacni Glohu s absolutni hodnotou v uc¢elové funkei tvaru
min  |z].
V4

Jeji optimalni hodnotu ozna¢ime z*. Déle necht mame ulohu

min U

u,v

s.t. u >0,
u > —.

Jeji optimalni hodnoty oznac¢ime u* a v*. Ukazeme, Ze optimalni hodnota z* je rovna v*. Resime

dva pfipady.

* Pokud je v prvni tloze z kladné, tato uloha se prevede na minimalizaci z. Pokud je v druhé
loze v kladné, proménna u bude zdola omezend v diky prvni podmince. Protoze w mini-
malizujeme, optimdlni ©* bude rovno optimdlnimu v*. Plati tedy * = v*.

* Pokud je v prvni tloze 2 zporné, tato tloha se prevede na minimalizaci —z. Pokud je v druhé
tloze v zdporné, proménnd u bude zdola omezena —v diky druhé podmince. Protoze u
minimalizujeme, u* bude rovno —wvx. Plati tedy 2* = v*.

Obe¢ ulohy tedy najdou stejnou optimdlni hodnotu. Pfidinim pomocné proménné u a dvou nerov-
nosti do nelinedrni jsme se zbavili absolutni hodnoty v Gcelové funkei a vytvofili jsme tak novou
ulohu, ktera jiz linedrni je. Do pocatecni Glohy je mozné pridat dalsi proménné a podminky.

Ulohu (2.3) mtizeme pievést do tvaru

n
min E Uj
ﬁl""»ﬁm’

ULy.. s Un i=1
m
s.t. uiZyZ-— E .%'i,jﬁj i=1,...,n,
j=1
m
U¢2—y¢+g x; i Bj 1=1,...,n,

j=1

kterou pak dale prevedeme do maticového zapisu

min ¢’z
z
st. Az <b,
kde jsme oznacili vektor proménnych jako z = (01, ..., B, U1, ..., up) a matici levych stran pod-

minek, vektor pravych stran podminek a vektor ucelové funkce jako

1 0 0
X I v 0 0 1 0 0
A= —Anxm T dnxn 7 b— - n><1)7 C:< m><1>, =
< Xn><m _Inxn) ( Yn><1 1nx1
0 0 1 0

]
o
o
—_
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Maticovy zapis pouzijeme pro solver linprog v MATLABu. Metodu LAD si podobné jako metodu
nejmensich ¢tvercll naprogramujeme jako funkci.

f LAD.m: Metoda LAD
38 function betaHat = myLAD(Y, X)
39 [n m] = size(X);
40 c = [zeros(m, 1); ones(n, 1)];
41 A = [-X, -eye(n); X, -eye(n)];
42 b = [-Y; Y];
43 solOpti = linprog(c, A, b);
44 betaHat = solOpti(l:m, 1);
45 end

Odhady metodou LAD si oznadime jako 324D = (BEAD BLAD  BLADY podobné jako v pred-
chozi ¢asti dale odhadneme vysvétlovanou proménnou jako

~LAD _ ALAD ALAD ALAD
Uis =BT 4+ 0BT 4 hi i BT

LAD.m: Odhad regresni roviny metodou LAD

47 betalAD = myLAD(Y, X)
48 YmeshLAD = zeros (I, J);
49 for i = 1:1I

50 for j = 1:J

51 YmeshLAD(i, j) = betaLAD(1)

52 + X1lmesh(i, j) * betaLAD(2)
53 + X2mesh(i, j) * betaLAD(3);
54 end

55 end

56 figure(1);

57 surf (X1mesh, X2mesh, YmeshLAD,

58 'FaceColor', 'r', Y’ obarvi povrch na cerveno
59 'FaceAlpha', 0.5); % nastavi pruhlednost

2.4 Citlivost na odlehla pozorovani

K odhadu koeficientd v linedrni regresi se prevazné pouziva metoda nejmensich Ctvercd, ale i metoda
LAD ma néjaké vyhody. Vyhodou LAD je robustnost k odlehlym pozorovanim. Odlehlé pozorovani
je takové pozorovani, které je velmi vzdilené od ostatnich. Muze byt zplisobeno napf. chybou méfeni
v daném pozorovani. Napfiklad, kdyz se pri méfeni vysky lidi k néjakému jedinci zapise 183 km misto
183 cm. Tato chyba je tak vyrazna, ze ji lze tézko zachytit nadhodnou slozkou ;.

V této ¢asti budeme pro jednoduchost modelovat zavislost y pouze na &1, coz odpovida regresnimu
modelu

vi = B1 + 182 + €i, i=1,...,n.

Pro ilustraci citlivosti na odlehld pozorovani si upravime vstupni data. Podivime se, jak se odhlady
metodou nejmensich ¢tverc a metodou LAD budou chovat, pokud hodnotu proménné yo nahradime
néjakym vysokym (a tedy vzdalenym) cislem. Pomoci for cyklu dosadime za y2 hodnoty od 0 do 40
s krokem jedna. V kazdé iteraci do grafu vykreslime regresni pfimky.
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Obrizek 2.4: Proménna y a jeji odhady metodou nejmensich ¢tverct a metodou LAD v zavislosti na

a Io.

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

figure (2);
for obs = 0:40
Y = data(:, 1);
Y(2) = obs;
X = [ones(n, 1) data(:, 2)];
betaOLS = myOLS(Y, X);
YgridOLS = betaOLS(1) + Xlgrid * betaOLS(2);
betalAD = myLAD(Y, X);
YgridLAD = betalLAD(1) + Xlgrid * betalAD(2);
plot (X(:,2), Y, 'ok');
axis ([0.0 0.8 0 40]);
hold on;
plot (X1grid, YgridOLS, '-b');
plot (X1grid, YgridLAD, '-r');
xlabel ('X1');
ylabel('Y');
legend('Data','0OLS Fit','LAD Fit');
hold off;
pause (0.1);
end

Na obrazku 2.5 se odlehlé pozorovani s nizkou hodnotou x; a vysokou hodnotou y nachazi v 1évé
horni ¢asti grafu. Vidime, ze metoda nejmensich ¢tverc silné reaguje na odlehlé pozorovani. V extrém-
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Obrazek 2.5: Proménnd y a jeji odhady metodou nejmensich ¢tverct a metodou LAD v zavislosti na .

nim studovaném pripadé yo = 40 uz na prvni pohled regresni pfimka nemodeluje vérné¢ data a nechd se
vychylit odlehlym pozorovinim, které mezi data zjevné nezapada. Naproti tomu odhadnuté koeficienty
metodou LAD jsou pro vSechny hodnoty 2 stejné a metoda je tak k odlehlému pozorovani robustni.
To je zplsobeno tim, Ze metoda LAD dévd vSem pozorovinim stejnou vahu, zatimco metoda nejmensich
¢tverca klade vétsi diraz na ,,vzdalenéjsi“ pozorovani.

Poznamka

Robustnost metody LAD k odlehlym pozorovanim je velice uZite¢na vlastnost. Oproti nejmensim
¢tvercim mé ale LAD nékolik nedostatki. Metoda LAD neni stabilni. Mize se stit, Ze mala
zména v datech zplisobi velkou zménu v feseni (v nalezenych koeficientech). Dalsim problémenm je,
ze feseni nemusi byt jednoznacné.
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Kapitola

Zaklady linearniho programovani

V této kapitole si ukazeme zaklady lineirniho programovini v MATLABu.

Klicovd slova: linedrni programovdni, citlivost na zménu dat.

3.1 Reseni ulohy linearniho programovani

Nejdfive se podivame, jak je Gloha lineirniho programu definovina a jaké nastroje pro jeji feseni nam
Matlab nabizi. Linearni programovani budeme pouzivat v mnoha nasledujicich kapitolach.

Linearni programovani
Ulohou linedrniho programovani (LP) je optimaliza¢ni dloha tvaru

in {c'z | Az < b}. :
wrg}l}gl{csd x < b} (3.1)

Funkce linprog

MATLAB je vybaven toolboxem Optimization, kde je k dispozici solver 1inprog pro lineirni
programovéni (zdiraznéme, Ze zde hovofime vyhradné o linedrnim programovini se spojitymi pro-
ménnymi; o celo¢iselném ¢i smiSeném programovani budeme hovorit az v kapitole 10). V zikladni
podobé se solver vola ve tvaru

x0pt = linprog(c,A,b).

Resi se tak linearni program (LP) tvaru (3.1) a nivratovou hodnotou je optimalni feseni xOpt.
Konvenci je, ze vektory ¢ a b se rozumi jako sloupcové; nalezené optimum x0pt je rovnéz sloupcovy
vektor.

20
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Poznamka

Jak poznat nepfipustnost (infeasibility) ¢i neomezenost (unboundedness) LP si vysvétlime v sekei 7.3
na strané 48.

3.2 Ekvivalentni upravy linearniho programu

Pfipomernime, Ze (3.1) je zcela obecny tvar LP v tom smyslu, ze libovolny LP lze do tvaru (3.1) prevést.
Vystacime s nékolika malo triky:

(a) Je-li cilem fesit LP tvaru max{cx | Ax < b}, stali uzit vztahu
max{c'z | Az < b} = —min{—c'z | Az < b}. (3.2)

Maximalizace funkce f(x) je totiz ekvivalentni minimalizaci funkce — f(z). Stali proto volat
linprog(-c,A,b).

(b) Méime-li LP zapsany ve tvaru s nerovnostmi ,,<“ i ,>“, sta¢i nerovnosti druhého typu prendsobit
konstantou —1. Obecné: mame-li resit linearni program tvaru

min{c'z | Az < b, Dx > h}, (3.3)

wufin] (o= (%)

avolat linprog(c, [A;-D], [b;-hl).

staci jej prepsat do tvaru

(c) Jsou-li mezi omezujicimi podminkami rovnosti, lze postupovat dvojim zptsobem. Prvni zpusob
prepise rovnost o = [3 jako ekvivalentni dvojici nerovnosti o« < 3, —a < —f. To znameni:
mame-li fesit LP tvaru

min{c'z | Az < b, Uz = v}, 3.5

prepiseme jej do ekvivalentniho tvaru

A b
min { 'z U |lxz<| v (3.6)
-U —v

a volame linprog(c, [A;U;-Ul, [b;v;-v]). Druhy zpasob vyuziva moznosti volat funkci
linprog v rozsifené syntaxi oproti zdkladnimu tvaru (3.1): ptikaz

linprog(c, A, b, U, v)

primo fesi LP tvaru (3.5). Oba zplisoby jsou ekvivalentni a zdleZi jen na preferenci uZivatele, ktery
zpusob zvoli.
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Poznamka

Syntaxe pfikazu linprog je jesté obecnéjsi (pro detaily je vhodné se podivat do dokumentace
doc linprog). Napfiklad je moiné pomoci dalsich parametrl zadavat horni a/nebo dolni meze
proménnych (coz se hodi naptiklad pfi prici s nezapornymi proménnymi), je mozné zadat pocatecni
nastrel a je mozné nastavovat fadu parametr solveru, napfiklad lze volit algoritmus k feseni LP,
numerickou citlivost atd. Za zminku stoji varianta

linprog(c, A, b, U, v, z, @),

ktera fesi LP tvaru
min{cz | Az < b, Uz =v, z < x < T}. (3.7)
xr

Nicméné my se zde nebudeme témito moznostmi dale zabyvat a vesmés vystacime jen se zakladnim
tvarem (3.1) a (3.5). Budeme-li naptiklad potfebovat omezit proménné shora/zdola, prosté tato
omezeni zafadime mezi omezeni systému Ax < b (ale upozornujeme, Ze to neni jedind moznost).
Variantu (3.7) pouzijeme — kvili stru¢nosti zipisu — az v kapitole 10, byt i tam lze vée udélat jen

s (3.1) a/nebo (3.5).

3.3 Jednoduchy priklad
Resme LP
max 3z + 229
s.t. x4 239 < 2,
41 + 229 < 3,
1+ 29 > 1,
T1,x2 > 0.

(zde ,s.t. znali ,subject to*, ,za omezujicich podminek®; je to béiny zargon). Dle triku (b) z kapi-
toly 3.2 prendsobime nerovnosti typu ,,>“ konstantou —1 a a dle triku (a) pfevedeme maximalizaci na

minimalizaci:
1 2 2
- 4 2 . 3
min (—3,—2) <$1> st. | -1 -1 <$1>§ 1. (3.8)
—— \*2 2
v -1 0 0
0 -1 0
\T_/ ——
b

Vsimnéme si, ze podminkdm 21, 22 > 0 odpovida blok —Ix < 0 v systému nerovnosti Ax < b. Zde
I je jednotkova matice. Mzeme proto napfiklad napsat nasledujici skript, pomoci kterého zjistime, ze

optimum jest £* = (83;3)

LinProg.m: ReSeni lineirniho programovani

[-3; -21;

[1, 2; 4, 2; -1, -1; -eye(2)];
= [2; 3; -1; zeros(2, 1)];

x0pt = linprog(c, A, b)

o\ U1 WA W
o = 0
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Obréazek 3.1: Citlivost na zménu dat.

3.4 Citlivost na zménu dat

Je poucné si rovnéz vyzkouset jednoduchou analyzu citlivosti na zmény dat linearnich programi. V line-
arnim programovani totiz data A, b, ¢ mivaji vécny vyznam a byva relevantni otazka, jak by se zménilo
optimalni feseni a/nebo optimalni hodnota ucelové funkce, kdyby se néktery koeficient zménil. Napriklad
v pripadé tzv. dietniho problému koeficienty matice A fikaji, jaky je obsah Zivin v potravinach. A ¢asto je
na misté se ptat, jak by se zménilo optimum, kdyby dodavka potravin méla (mirné) odlisny obsah Zivin,
nez je deklarovano.

V tomto prikladu vyjdéme z LP (3.8) a polozme si otazku, jak by se ménilo optimum z7, 5 a op-
timdlni hodnota ucelové funkce, kdybychom namisto pevné hodnoty Ag; = 4 ji povazovali za parametr
As = a, kde « probihd interval (napfiklad) [2, 5]. Ptdme se vlastné na chovini parametrického linear-
niho programu

12 2
« 2 3
min (=3, —2) (’”1) st.| -1 —1 (x1>§ 1}, aeps).
zCcR? ) 1 0 T2 0
0 -1 0

Pak optima x7 (), z5(r) i optimdlni hodnota ucelové funkce —cx*() jsou funkce o a mizeme si
nakreslit graf jejich zavislosti na v (« je na horizontalni ose). Hodnoty 7 () kreslime modte, hodnoty
x5 () kreslime ervené a optimalni hodnotu Gcelové funkee kreslime ¢erné.

Vsimnéme si, ze z obrazku je patrnd zména baze (bod nespojistosti =7 (c) a z5(cv)) pro o = 3.
Interpretujeme-li hodnoty « jako mozné scéndre (napriklad: az nim pfivezou potraviny, uvidime, jaky je
skute¢ny obsah zivin a, nyni to ovSem nevime) a interpretujeme-li ucelovou funkei jako ziskovou funkci,
z obrizku naptiklad zjistime: budeme-li mit $tésti a nastane-li nejlepsi mozny scéndf o = 2, budeme
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mit nejvyssi mozny zisk 4.5. Zatimco nastane-li nejhorsi mozny scénar o = 5, musime pocitat pouze se

ziskem = 2.7. Vlastné jsme ,vyfesili“ dva nelinedrni optimaliza¢ni problémy

1 2 2
. a 2 . 3

min min (—3,—2)( 1> st. | -1 —1 ( 1> <|-1],
a€[2,5] :DERQ x2 _1 0 1'2 0
0 -1 0
1 2 2
- a 2 . 3
max min (—3,—2)( 1> s.t. | =1 —1 ( 1> <|-1
a€[2,5] z€R? Z2 1 0 T2 0
0 -1 0

Problémy takového typu se v rimci parametrického programovani zkoumaji Casto.

Obrizek snadno vygenerujeme skriptem, kde uvnitf for-cyklu postupné ménime hodnotu As; vin-
tervalu [2, 5] s rozumné malym krokem (zde volime krok 1/100), v kazdé iteraci volime solver 1inprog
a vysledky vykreslime do grafu.

s

10
11
12
13
14
15

LinProg.m: Zména dat

figure;
hold on;
for alpha = 2:0.01:5
A(2, 1) = alpha;
x = linprog(c, A, b);
plot (alpha, x(1), 'bo', alpha, x(2), 'ro',
alpha, -c' * x, 'ko');
end
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Kapitola

Maticove hry

V této kapitole se budeme zabyvat maticovymi hrami. Nejdrfive si ukazeme, jak pomoci lineirniho pro-
gramovani nalézt nashovské strategie a cenu smiseného rozsifeni maticové hry zadané pomoci vyplatni
matice. Dale tento postup aplikujeme na nékolika pfikladech. Budeme fesit znamou hru Kamen-nazky-
papir, starobylou hazardni hru Morra a hru plukovnika Blotto, v niz se modeluje konflikt dvou armad.

Kli¢ovd slova: teorie her, maticové bry, bra Kamen-niizky-papir, bra Morra, bra plukovnika Blotto.

4.1 Reseni maticovych her pomoci linearniho programovani

V teorii maticovych her je tfeba fesit linedrni programy tvaru

0
£eR™
s.t. P& > e, (4.1)
e€e=1,
£=>0,
kde P je zadand matice rozméru (n x m) a e = (1,...,1)". (Abychom pfedesli nejasnostem: v je
skalar — proménna, ktera mize nabyvat libovolnych redlnych hodnot (i zapornych) — a ~ye je vektor
(v, ---,7)".) Ziskdme-li optimum (7*, £*), pak £* je nashovska strategie pro prvniho hrace ve smiSeném

rozsifeni maticové hry s vyplatni matici P (,,payoff* — odtud symbol P) a 7* je cena této hry.

Poznamka

Vytesime-li dudl k (4.1), ziskime nashovskou strategii pro druhého hrace; to zde ovéem nebudeme
¢init, konstrukei dudlu a jeho feseni ponechavime jako cviceni.

25
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S pomoci triki (a) — () z kapitoly 3.2 pfepisme LP (4.1) do ekvivalentniho tvaru

e 7
st. ye—P¢<0
ee <, (4.2)
—e'§ < 1,
—I¢£<0

a usporadejme proménné v, § do spole¢ného vektoru @ napriklad v pofadi x = (z) Ziskame maticovy
tvar

€mx1 _PAIX” Ormx1
/
min (—1,0%,,,) <Z> s.t. gbd _ell><n <z> < _111X1
w:(z)\_,_z 1x1 €1xn 1x1
c e 0n><1 _Inxn e 0n><1
A b

pro prehlednost jsme explicitné uvedli rozmeéry vektort a matic. Pfevedeni na tento tvar a volani solveru
linprog si napiSeme jako funkci, ktera dostane na vstup vyplatni matici P a vrati cenu hry v a vektor
nashovskych strategii £; bude to nis$ ,,univerzalni game-solver*.

RockPaperScissors.m: Funkce pro feseni maticovych her

3 function [gamma, xi] = GameSolver (P)

4 [n, m] = size(P);

5 c = [-1; zeros(n, 1)];

6 A = [ones(m, 1), -P';

7 0, ones(1, n);

8 0, -ones(1, n);

9 zeros(n, 1), -eye(n)];

10 b = [zeros(m, 1); 1; -1; zeros(n, 1)];
11 x = linprog(c, A, b);

12 gamma = x(1);
13 xi = x(2:(n+1));
14 end
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Poznamka

Lze postupovat i takto: namisto tvaru (3.1) zvldst napiSeme nerovnosti a zvldst rovnosti (viz (3.5)),
¢imz ziskame
min —y s.t. ye — P'¢€ <0, —I£<0, €'¢ =1,
——

’Y7 Vv
nerovnosti rovnosti

anebo totéZ v maticovém tvaru

. / i Emx1 _P7/n><n i Omnx1 / AT
i ) (3) =5 (G ) (0) < (o) ©shen)(0) - 0.

£ & ~—~— N—— N——— U N——~ v

T A T b T

Voldme linprog ve tvaru (3.5). Funkce by tedy vypadala ndsledovné.

[n,m] = size(P);

= [-1; zeros(n,1)];

= [ones(m,1), -P'; zeros(n,1), -eye(n)];
= zeros(m+n,1);

[0, ones(1,n)];

1;

linprog(c,A,b,U,v);

gamma = x(1);

xi = x(2:n+1);

X < T =0
|

4.2 Hra Kamen-nuzky-papir

Uvaime pro priklad hru Kdmen-ntzky-papir s vyplatni matici

RockPaperScissors.m: Reseni hry Kimen-nizky-papir

16 p=[ 0, 1, -1;

17 -1, 0, 1;
18 1, -1, 0];
19 [gamma, xi] = GameSolver (P)

Ziskime vystup:

Cena hry = 1.4211e-014
Strategie = 0.33333 0.33333 0.33333

Cena hry vysla fadu 10714, coZ je numerick4 nula. Kamen-niizky-papir je symetricka hra, jez ma nutné

nulovou cenu. Nashovskd strategie pro prvniho hrace (a ze symetrie hry také pro druhého) je £ =
1L Ly vechny thi strategie — Kdmen, ntizky, papir — se maji hrét se stejnou pravdépodobnosti.
3:3:3)5 y & ) Y, pap ) ] % P
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1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4\ 0.4\ 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Obrazek 4.1: Zavislost ceny na jednotlivych parametrech modifikované hry Kamen-ntzky-papir.

4.3 Vizualizace zmény jednoho parametru

I s maticovou hrou si lze ,hrat“ podobné jako v kapitole 3.4 a obvykle takové hrani pomaha pfi poro-
zuméni chovani studovaného problému. Zde si polozme otizku, jak by se zménily nashovské strategie ve
hfe Kamen-ntzky-papir, kdyby rtizné situace byly nestejné ocenéné. Uvazme naptiklad vyplatni matici

0 o -1
Pla)=|-a 0 1 (4.3)
1 -1 0

zdvisejici na parametru o > 0; feknéme pro pfiklad, Ze o probiha interval [0, 3]. Jednd se o modi-
fikaci hry Kamen-ntzky-papir pro situaci, kdy dvojice strategii kimen-ntzky ma vyplatu c, obecné
odlisnou od 1. Jednd se stale o symetrickou hru, takze cena hry je nulova; nicméné nashovské strategie
& (a), &5 (a), &5 (o) jisté na parametru o zaviseji. Jak? Bylo by mozné se pokusit odvodit tuto zdvis-
lost analyticky; my si zde jen numericky nakreslime obrazek. Staci volat GameSolver uvnitf for-cyklu
probihajiciho o € [0, 3] s dostate¢né malym krokem (zde zvolime naptiklad 1/100) a vykreslit vystup.

r RockPaperScissors.m: Zména jednoho parametru v Kimen-nuzky-papir
21 figure;
22 for alpha = 0:0.01:3
23 P(1, 2) = alpha; 7% zmenime hodnoty P12 a P21
24 P(2, 1) = -alpha;
25 [gamma, xi] = GameSolver (P);
26 for i = 1:3 Y, vizualizace strategie
27 % i=1 (=K), 2 (=N), 3 (=P)
28 subplot (1, 3, i);
29 hold on;
30 plot (alpha, xi(i), '.'); % vykresli i-tou
31 % strategii proti alpha
32 axis ([0 3 0 1]); % nastaveni os
33 end
34 end

Na vodorovné ose je ve véech trech pripadech v € [0, 3]. Na prvnim obrazku jsou hodnoty &} (c)
— tedy pravdépodobnosti, s nimiZ se ma volit strategie Kdmen, v zavislosti na cv. (A analogicky druhy
a teti obrazek zobrazuje Ntizky &5 (cv) a Papir &5 (). Je vidét, ze pti ov = 0O se strategie Papir nemd hrét
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vitbec; jeji viha (pravdépodobnost) roste s hodnotou «, zatimco viha strategii Kamen a Nazky klesa, a to
stejnym tempem.

Poznamka

Nyni, po pfehlédnuti techto obrazkd, je vhodné se pokusit tuto zavislost zdivodnit analyticky:
jednak kvalitativné vysvétlit trend, a jednak se pokusit najit explicitni formuli pro funkece (),
i=1,2,3.

4.4 Vizualizace zmény dvou parametru

Uvahy z piedchoziho textu miizeme samozfejmé zkombinovat i s dalsimi nastroji MATLABu: naptiklad
s 3D vizualizaci. Uvazme modifikaci hry Kimen-ntzky papir s dvéma parametry

Pa.f)=|-1 0 1|, ac[-22, Be[-22. (4.4)

Toto jiz neni symetricka hra; ma proto smysl se ptat, jak zdvisi cena hry v* na hodnotach «, 5. V levém
obrézku vykreslime cenu hry na svislé ose v zavislosti na «, 5 (horizontilni osy) jako trojrozmény graf
pomoci surf; v pravém obrazku vykreslime tutéz funkei v prostoru (v, 3) pomoci 30 vrstevnic funkei
contour. Pfipravime si meshgrid: pokryjeme ctverec [—2,2] x [—2,2] v (o, B)-prostoru siti bodl
s krokem (napfiklad) 0.1; pak v kazdém bod¢ sité spo¢teme pomoci jiz vytvoreného GameSolveru cenu
hry . Tu si ulozime v tabulce g. Nakonec vykreslime hodnoty v g proti bodim site.

-
RockPaperScissors.m: Zména dvou parametrit v Kamen-nuzky-papir

36 figure;
37 [alpha, beta] = meshgrid(-2:0.1:2, -2:0.1:2);
38 [k, 1] = size(alpha);

39 for i = 1:k

40 for j 1:1

41 P(1, 2) = alpha(i, j);

42 P(3, 1) = beta(i, j);

43 [gamma, xi] = GameSolver (P);
44 g(i, j) = gamma;

45 end

46 end

47 subplot(1l, 2, 1);

48 surf (alpha, beta, g);

49 subplot (1, 2, 2);

50 contour (alpha, beta, g, 30);

4.5 Hra Morra

Casto se stavd, ze vyplatni matice P neni zaddna explicitné; namisto toho je dana sada pravidel, kterd
umoznuji prvek P;; dopoditat na zdkladé (i, j). Tak se ¢ini predevsim tehdy, je-li tento popis kratsi
a transparentnéjsi nez explicitni vycet vSech prvki (¢asto hodné velké) vyplatni matice. Pak je tfeba
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Obrazek 4.2: Zavislost ceny na dvou parametrech modifikované hry Kamen-ntzky-papir.

napsat skript, ktery na zdkladé pravidel matici P sestavi. Takova je situace u hry Morra, kterou se budeme
zabyvat v této ¢asti.

Pravidla hry Morra jsou nasledujici. Kazdy ze dvou hrach tajné ukaze jeden az n prstd (vétSinou se
hraje tfiprsta Morra, tedy n = 3). Dile oba hra¢i hadaji, kolik prstt ukdzal protivnik. Pokud oba hraci
uhddnou, kolik prstd ukazuje protivnik, nebo to oba neuhiddnou, nic se nedéje (vyplata obou hraci je
0). Pokud ovsem jeden z hrich uhadl a druhy ne, pak prvni vyhral ¢astku rovnajici se souctu zdvizenych
prstit obou hracti. Kazdy hra¢ mtize ukizat 1 az n prstd a ziroven hadat 1 az n prstii, mé tedy celkem n?
moznych strategii.

Matici P sestavime pomoci funkce pro obecné n. Nashovské strategie a cenu hry pak nalezneme
pomoci naseho solveru GameSolver.
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Morra.m: Vyplatni matice hry Morra
16 function X = morra(fingers)
17 X = zeros(fingers~2, fingers~2);
18 for showA = l:fingers 7 pocet prstu, ktere ukazuje A
19 for guessA = 1:fingers J pocet prstu, ktere hada A
20 for showB = 1:fingers 7} pocet prstu, ktere ukazuje B
21 for guessB = 1:fingers J pocet prstu, ktere hada B
22 i = fingers * (showA - 1) + guessA; 9’ radek
23 j = fingers * (showB - 1) + guessB; J sloupec
24 if (guessA == showB) && (guessB ~= showA)
25 X(i, j) = showA + showB; % hrac A vyhral
26 end
27 if (guessA ~= showB) && (guessB == showA)
28 X(i, j) = -showA - showB; J hrac B vyhral
29 end
30 end
31 end
32 end
33 end
34 end
Morra.m: ReSeni hry Morra
36 P = morra(3)
37 [gamma, xi] = GameSolver (P)

Vyplatni matice ma pro n = 3 tvar

(L1 (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) 3,1) (3,2) (3,3)

0 2 2 -3 0 0 —4 0 0

-2 0 0 0 3 3 —4 0 0

-2 0 0 -3 0 0 0 4 4

3 0 3 0 —4 0 0 -5 0

P = 0 -3 0 4 0 4 0 -5 0
0 -3 0 0 —4 0 5 0 5

4 4 0 0 0 -5 0 0 —6

0 0 —4 5 5 0 0 0 —6

0 0 —4 0 0 -5 6 6 0

kde jsme zdpisem (i, j) oznacili strategii, ve které hra¢ ukazuje ¢ prstl a hada j prsti.

4.6 Hra plukovnika Blotto

NN~ — =
N = W N

[N}
w
O — O D

LW W
W N =

N~~~ o~~~

Dalsi maticovou hrou pro dva hrice je hra plukovnika Blotto. Hri¢ A ma k dispozici dany pocet plukl
na a hri¢ B ma k dispozici pocet pluki np (obecné se mohou pocty plukit u hraci lisit). Oba hraci
spolu bojuji na dvou polich, které si miizeme oznacit bitva 1 a bitva 2. Kazdy z hract se rozhodne, kolik
plukii posle do obou bitev. Do kazdé bitvy musi poslat nejméné 1 pluk a bojovat musi vsechny jeho
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pluky. Armadu lze rozdélit jen na celé pluky. Bitvy se vyhodnocuji zvlast a vysledna vyplata je souctem
vyplat obou bitev. Pokud se na poli potkaji armady se stejnym poctem plukid, navzdjem se zniéi a vyplata
obou hrict je 0. Pokud jeden z hract ma vétsi pocet plukd, znic¢i armadu druhého a ziska vyplatu rovnou

poctu znicenych plukd. Druhy hra¢ md pak vyplatu rovnou minus pocet znicenych plukd.

Matici P sestavime pomoci funkce s parametry velikost armady hrace A a velikost armady hrace B.

Nashovské strategie a cenu hry pak opét nalezneme pomoci naseho solveru GameSolver.

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

Blotto.m: Vyplatni matice hry plukovnika Blotto

function X = blotto(armyA, armyB)

X=
for

h

zeros (armyA - 1, armyB - 1);
battlelA = 1:(armyA-1) 7 pocet pluku
hrace A v bitve 1

for battlelB = 1:(armyB-1) 7 pocet pluku

% hrace B v bitve 1

battle2A = armyA - battlelA; 7 pocet pluku
% hrace A v bitve 2

battle2B = armyB - battlelB; 7 pocet pluku
% hrace B v bitve 2

victoryl = (battlelA > battlelB) * battlelB -
(battlelA < battlelB) * battlelA; % v pripade
% vitezstvi A pocet znicenych pluku B,
% v pripade vitezstvi B minus znicenych
% pluku A v bitve 1

victory2 = (battle2A > battle2B) * battle2B -
(battle2A < battle2B) * battle2A; ’ v pripade
% vitezstvi A pocet znicenych pluku B,
% v pripade vitezstvi B minus znicenych
% pluku A v bitve 2

X(battlelA, battlelB) = victoryl + victory2;

end

end
end

42

Blotto.m: Redeni hry plukovnika Blotto

4] P=blotto(6, 5)

[gamma, xi] = GameSolver (P)

Vyplatni matice md prong =6 anpg =5 tvar

kde jsme zdpisem (¢, j) oznadili strategii, ve které hra¢ posle ¢ plukd do prvni bitvy a j plukd do druhé

bitvy.

(4,1) (3,2) (2,3) (1,4)

4 2 1 0\ (5,1)
1 3 0 —11(42)
P= -2 2 2 =2|,3)
—1 0 3 1] (2,4)
0 1 2 4/ (1,5)
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Kapitola

Toky v sitich

Budeme se zabyvat ulohu o tocich v siti, ve které¢ budeme hledat maximalni moznych objem, ktery
systémem potrubi muze protéci. Tento problém se da formulovat jako uloha linedrniho programovani.

Kli¢ova slova: toky v sitich, linedrni programovdni.

5.1 Reseni pomoci linearniho programovani

-
Uloha maximalniho toku v siti

Bud dina sit s mnozinou vrcholdt V' = {1,...,n} a mnozinou (orientovanych) hran E s ne-
zapornym ohodnocenim (tzv. kapacitou) ke (e € E). Pfipomenme, Ze v siti je rozliSena dvojice
specidlnich vrcholdl, tzv. zdroj (vechol s nulovym vstupnim stupném) a cil (vrchol s nulovym vy-
stupnim stupném). Reknéme, Ze zdrojem je vrchol 1 a cilem je vrchol n. Cilem je najit maximalni
tok mezi zdrojem a cilem: jedna se o ohodnoceni hran z. (e € E) takové, ze

(i) pro kaidou hranu e jest 0 < z, < k. (,kapacity nelze prekrocit“, tzv. kapacitni podminky);

(i) pro kazdy vrchol v rtizny od zdroje a cile plati > 0, i, () Te = X ccour(n) Te (s0ulet piitoki
je stejny jako soucet odtokdt — ve vrcholu v se nic neztraci®, tzv. tokové podminky);
(iii) velicina >

. . ’ ’ AR ’ . . AP Vo
ecin(n) Te je maximdlni (,,celkovy pfitok do cile je maximdlni moiny*).

Symbolem in(v) jsme oznacili mnozinu hran vstupujicich do vrcholu v a symbolem out(v) jsme
oznacili mnozinu hran vystupujicich z vrcholu v.

Podminky (i) — (iii) jsou linedrni v x., a tak je snadné tento problém zformulovat jako lineirni

34
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Obrazek 5.1: Priklad mozné sit¢, kde vrchol 1 je zdroj a vrchol n = 5 je cil.

program. Za kazdou hranu e € E zafadime proménnou . a mizeme psit

st 0<x, < ke E), = . % ... m—1}).
max, ze st. 0<x, <k (Vee€E) Z x Z ze (Vv € { n—1})

e€in(n) () e€in(v) ecout(v)

()
(5.1)
Podminky (%) jsou kapacitni omezeni (i) a podminky (}) jsou tokové podminky (ii).
Uvazme priklad sité na obrazku:
Proménné z. (e € E) usporddejme do vektoru @ napt. v poradi (212, x13, T23, T24, T45, T34, T35)’.
Zde x;; odpovidd hrané (i, j). Analogicky zavedme vektor kapacit k = (8,4,6,1,6,2.5,2)". Linedrni
program (5.1) pak ziska tvar vhodny pro volani solveru linprog v syntaxi (3.5):

T12 T12 T12
U v
Z13 A Z13 b Z13 —~
< x AN E Y /-1 0 1 1 .0 0 0\ |= 0
e [ 72 Irxz 2 k7x1 2
max (0000101) | zo4 | s.t. 7 Toa | < 0 , 0O -1 -1 0 0 1 1 T4 0
a5 U s [k 0 0 0 -11 -1 0/ [a 0
T34 T34 L34
I35 I35 I35
) ®
(5.2)
Opét, podminky (%) jsou kapacitni omezeni (i) a podminky (1) jsou tokové podminky (ii).
Matice a vektory A, b, v sestavime snadno. Necht m = |E| znadi pocet hran. Matice U vypadd
velmi podobné jako inciden¢ni matice grafu G. Pfipomenime, Ze incidencni matice Z je matice rozméru
n x m, radky jsou indexoviny vrcholy v = 1,...,n a sloupce jsou indexovany hranami e € E a plati
1, vystupuje-li hrana e z vrcholu v,
Zye = { —1, vstupyje-li hrana e do vrcholu v, (5.3)
0 jinak.
V nasem prikladu jest
11 0 0 0 0 O
-1 0 1 1 0 0 O
Z=|10 -1 -1 0 O 1 1
o o0 0 -1 1 -1 0

o o0 o0 0 -1 0 -1

Matice U vznikne z matice Z smazanim prvniho a posledniho fidku; skute¢né, tokové podminky (ii)
plati pro vSechny vrcholy kromé zdroje (vrchol 1) a cile (posledni vrchol v pofadi). A neni nihodou, Ze
vektor ¢’ je (az na znaménko) roven poslednimu fadku matice Z; skute¢né, posledni fadek matice Z
je charakteristicky vektor hran vstupujicich do cile. Sestrojime-li tedy inciden¢ni matici Z, snadno z ni
ziskame U a c.
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Je tieba zvolit vhodnou reprezentaci dat: jedna z pfirozenych reprezentaci je usporadat hrany do
matice rozméru m x 2, kde fadky odpovidaji hrandm a v fidku je uvedeno ¢islo poc¢ate¢niho a koncového
vrcholu. Ve stejném poradi zapisme kapacity ve vektoru k.

Flow.m: Zadani dat.

5; % pocet vrcholu

[1, 2; 1, 3; 2, 3; 2, 4; 4, 5; 3, 4; 3, 5]; ¥ hrany

[ 8; 4; 6; 1; 6; 2.5; 2]1; % kapacity
length(k); % delka vektoru kapacit = pocet hran

o L1 A W
8 & o B

Inciden¢ni matici Z vytvorime ve dvou krocich: nejprve si pfipravime nulovou matici 0y, a poté
for-cyklem pres hrany projdeme postupné sloupce Z a vyplnime do nich £1 podle pfedpisu (5.3).

Flow.m: Inciden¢ni matice

8 Z = zeros(n, m);

9 for i = 1:m

10 Z(e(i, 1), i) = 1;
11 Z(e(i, 2), i) = -1;

12 end

Nyni jiz mGzeme snadno definovat A, b, ¢, U, v dle (5.2) a volat solver 1inprog v syntaxi (3.5).

Flow.m: ReSeni

14 A = [eye(m); -eye(m)];

15 b = [k; zeros(m, 1)];

16 ¢ = -(Z(n, :))'; % posledni radek incidencni matice
17 U = Z(2:n-1, :); % incidencni matice bez prvniho

18 % a posledniho radku

19 = zeros(n-2, 1);

20 x = linprog(-c, A, b, U, v) % piseme -c, uloha je totiz
21 % maximalizacni

=)
|

Optimadlni 2* je nalezeny maximalni tok. (Upozortiujeme, Ze obecné nemusi byt jednoznacny.)

5.2 Kresba obrazku

MATLAB disponuje knihovnou pro prici s grafy a jejich pokrocilou vizualizaci. Jeji popis pfesahuje
rimec tohoto textu (nicmémé je uzite¢né se podivat napf. na doc graph pro zakladni informace o ne-
orientovanych grafech a doc digraph pro zikladni informace o orientovanych grafech). Nasim cilem
je ukazat jednoduchy skript bez pouziti grafovych nastroji, kterym si lze sit a nalezeny maximaélni tok
nakreslit jen s pomoci vizualizace hran $ipkami. Sipku bychom si mohli nakreslit sami pomoci funkce
plot (Sipka je koneckoncl jen trojice usecek); nicméné elegantnéjsi bude pouzit funkci quiver.
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Obrazek 5.2: Hrany site.

Funkce quiver

Funkce
quiver(x, y, u, v, 0),

nakresli $ipku z bodu (z, y) do bodu (x + u, y + v). Paty argument bude u néds vzdy nula; funkce
quiver totiz jesté pracuje s ,,natahovanim“ Sipek (coz se v nékterych aplikacich hodi), ale zde tuto
funkci vypiname. Funkce quiver pouzivd stejné formatovaci konvence jako plot, procei mizeme
analogicky nastavit barvu ¢i silu Sipky. Napfiklad

quiver(1, 1, 2, 3, 0, 'r', 'LineWidth', 5)

nakresli silnou ¢ervenou Sipku z bodu (1, 1) do bodu (3, 4); sila sipky je 5 bodd.

Nasim cilem bude nakreslit nasledujici obrazek:

Je zde nakreslena sit (5.1). Zelena barva odpovida kapacitim hran; sila zelené Sipky je imérnd ka-
pacité. Modrymi Sipkami kreslime nalezeny maximadlni tok. Sila modré Sipky odpovidd velikosti opti-
malniho toku hranou. Napfiklad hrana (1,2) ma kapacitu 8, coi kreslime zelenou Sipkou sily 8 bodi;
optimalni tok touto hranou je jen 5, a tak silnou zelenou Sipku ¢astecné (ale ne zcela) prekryjeme modrou
sipkou o sile 5 bod. Odtud je patrné, ze kapacita této hrany neni vycerpana (zelena Sipka je silnéjsi nei
modrd). Jinym prikladem je hrana (2,4); ta ma kapacitu 1. Zelend Sipka sily 1 ovSem neni viditelna,
nebot je plné pfekryta modrou Sipkou sily 1. To znamena, ze kapacita této hrany je pfi optimalnim toku
zcela vyuzita. TotéZ plati pro hrany (3,4) a (3,5).

Je tfeba fici, na jakych soutadnicich (&;, y;) v roviné maji byt umistény vrcholy i = 1,...,n (= 5).
(Horizontalni soufadnici radéji znac¢ime &, nebot symbol x uz jsme pouzili pro optimalni tok.) Tyto
soufadnice pak pouzijeme jako pocate¢ni a koncové body sipek. Aby byl nas obrazek opticky podobny
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obrézku (5.1), zvolme napfiklad
(gl)yl) = (070)’ (§27y2) = (2’ 1)7 (€3ay3) = (2’ _1)7 (54,2/4) = (3’ 1)7 (€5ay5) = (47 0)'

Flow.m: Souradnice vrchold.

23 xi
24y

[0; 2; 2; 3; 4];
[0; 1;-1; 1; 0];

Nyni se hodi vytvofit pomocnou funkci PlotNet, kterd pomoci for-cyklu postupné vykresli hrany
jako sipky, a to v sile dané vektorem weights a barvou color. Tuto funkci pak zavolame dvakrat;
nejprve pro vykresleni zelenych sipek, kde weights jsou kapacity, a podruhé pro vykresleni modrych
sipek, kde weights jsou velikosti optimalniho toku hranami.

Flow.m: Funkce pro kresleni hran
26 function PlotNet(weights, color)
27 for i = 1:m % i probiha mnozinou hran
28 quiver(xi(e(i, 1)), y(e(i, 1)),
29 xi(e(i, 2)) - xi(e(i, 1)),
30 y(e(i, 2)) - y(e(i, 1)),
31 0, color, 'Linewidth', weights(i));
32 end
33 end

Vsimnéme si, ze xi(e(i,1)) ay(e(i, 1)) jsou rovinné souradnice pocitecniho vrcholu ¢-té hrany
axi(e(i,2))ay(e(i,2)) jsourovinné souradnice koncového vrcholu i-té hrany. Kreslime tedy Sipku
z bodu xi(e(i,1)) ay(e(i,1)) a ve funkci quiver klademe v = xi(e(i,2)) — xi(e(i,1))
av=y(e(i,2)) —y(e(i,D).

Nyni sta¢i volat PlotNet (k, 'g"') pro vykresleni zelenych Sipek a PlotNet (x, 'b') pro vykresleni
modrych Sipek (zde x je nalezeny optimalni tok pomoci solveru linprog).

Flow.m: Souradnice vrcholi.

35 figure;

36 hold on;

37 PlotNet(k, 'g'); % kapacity k zelene
38 PlotNet(x, 'b'); 7% optimalni tok modre

Poznamka

S modelem si Ize ,,hrat“ obvyklym zpiisobem. Kdybychom naptiklad pripustili, Ze tok hranou mtze
byt obéma sméry (a model ma vybrat ten smér, ktery povede k maximalizaci pritoku do cile), stali
v (5.1) nahradit podminku 0 < z. < k. podminkou —k. < z. < k.. Pak v (5.2) bude b = (_kk),
a tedy staci ve skriptu psait b = [k; -kI]. VSe ostatni zlstavd beze zmény (pochopitelné by bylo
treba upravit vizualizacni skript, aby kreslil modré Sipky spravnym smérem podle znamének ve
vektoru optimalniho toku &*; to ponechdvame jako cvicent).

Analogicky lze uvazit tzv. multikomoditni toky, toky s dvojité ocenénymi hranami — kapacitou
a prepravnimi naklady —, toky s vice zdroji a/nebo vice cili, toky s ubytky ve vnitfnich vrcholech
atd. Je poucné coby cviceni tyto linedrni programy zformulovat a napsat je jako skripty.
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Kapitola

Metoda kritické cesty

Vypoctem délky projektu, ktery se sklada z nékolika dil¢ich uloh, se zabyvd metoda CPM. Kromé této
deterministické metody si ukdzeme i simulace pro pfipad, kdy délky dil¢ich uloh jsou nahodné veli¢iny.

Kli¢ovd slova: CPM, PERT, simulace.

6.1 Vypocet délky projektu pro dané doby dil¢ich uloh

Metoda CPM

Metoda CPM (metoda kritické cesty, Critical Path Method) je jednoduchy postup v fizeni projektd.
Projekt sestava z dilc¢ich ukold, indexovanych 1,...,n, a pro tkol ¢ je zadana doba trvani d;.
Dile je zadana precedence: pro nékteré dvojice ukolt (2, j) je feceno, ze kol j nemize zacit pred
dokonéenim tkolu ¢; jinak mohou ukoly bézet paralelné. Je pfirozené tuto situaci reprezentovat
pomoci orientovaného grafu G = (V, E): vrcholy V' = {1, ..., n} necht pfedstavuji ukoly a necht
dvojice (Z,7) tvofi hranu ((i,j) € E), pravé kdyz kol j nemize zalit pred dokonéenim ukolu
i. Cilem je zjistit dobu trvani celého projektu. Pfedpoklidejme, Ze graf G je acyklicky (jinak by
projekt neslo dokonit nikdy); nutné tudiz ma vrchol nulového vstupniho stupné a vrchol nulového
vystupniho stupné. Budeme bez Gjmy na obecnosti dale predpokladat, ze vrchol (dkol) s nulovym
vystupnim stupném je jediny, Ze je to vrchol n a ze plati d;,, = 0; snadno se nahlédne, ze toho lze
dosahnout vidy. Ukol s poradovym Cislem n pak vlastné predstavuje pouhy formalni tkol, totiz
ukonceni projektu, ktery trva nulovou dobu.

Necht z; predstavuje ¢asovy okamzik, kdy nejdfive mize kol x; za¢it. Dobu trvani projektu
Ize zjistit pomoci linearniho programu

min T, s.t. T; > x; +d; (V(’L,]) € E), xz; >0 (V’l, € V) (6.1)

Ty Ly ~ )

(%)

40
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Obrazek 6.1: Reprezentace projektu pomoci vrcholi a hran grafu.

Poznamka

Jde to spocitat mnohem jednoduseji nez pomoci LP — po kratké avaze se snadno pfijde na pri-
mocary algoritmus, ovSéem nam zde jde o cviceni na LP v MATLABuU, a je to takto navic zfejmé
nejjednodussi k programovani.

Podminky (%) fikaji: je-li (¢,j) hrana, pak zacatek x; Gkolu j mizZe nastat nejdfive poté, co je
dokoncen kol i (to je okamzik x; + d;). Minimalizujeme z,, — to je okamiik, kdy projekt vyvrcholi
poslednim tkolem, a tedy také doba trvani celého projektu (pfipomenme konvenci d,, = 0).

Prepisme (6.1) do tvaru

min z, st z; —x; < —d; (V(i,j) € E), —x; <0 (VieV);

TlyeesTm
odtud je jiz pfimocary krok k tvaru

min /(le(nfl) 1)/:13 S.t. Z/.’E < —5, —Inx”.’E < 0n><17

x=(1,...,Tn

kde Z je incidenc¢ni matice grafu G dana predpisem (5.3) z kapitoly 5, m oznacuje pocet hran a d je
vektor dob trvani ukolt definovany predpisem

de = d;, jestlize hrana e zalina ve vrcholu i (e € E). (6.2)

Slozky vektoru § jsou indexoviny hranami ve stejném poradi jako sloupce inciden¢ni matice Z. PiSme

koneéné )
min (01 (,—1)1) T s.t. < z > x < < —0 ); (6.3)
T e —— _In><n 0n><1
o —_——— —_————’
A b

toto je jiz vhodny tvar pro solver linprog.

Pro ucely skriptu zvolime stejnou reprezentaci grafu G' jako v kapitole 5, totiz vycet hran v matici
rozméru m x 2, kde v k-tém radku je zapsin pocite¢ni a koncovy vrchol k-té hrany. Pro priklad uvazme
graf (projekt) z nasledujiciho obrazku; ¢erné jsou uvedeny indexy vrcholt (Ukol) 7 a ¢ervené jejich doby
trvani d;.

Nejprve reprezetujme data stejné jako v kapitole 5.
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CPM.m: Zadani dat.
3 d=1[4; 7; 3; 5; 6; 5; 4; 4; 0]; % doby trvani
4 e =1[1, 2, 1, 3; 2, 6; 3, 4; 3, 5; 4, 6; 4, 7; 5, 7;
5 5, 8; 6, 9; 7, 9; 8, 9]; % vycet hran
6 n = length(d); % pocet vrcholu = pocet dob trvani
7 m = length(e); % pocet hran = pocet radku matice e

Sestrojme inciden¢ni matici Z (opét, stejné jako v kapitole 5).

CPM.m: Inciden¢ni matice

9 Z = zeros(n, m);

10 for i = 1:m

11 Z(e(i, 1), i) = 1;
12 Z(e(i, 2), i) = -1;

13 end

Nyni jsme pripraveni vyfesit LP (6.3).

CPM.m: Refeni

15 ¢ = [zeros(n - 1, 1); 1]1;

16 A [Z'; -eye(n)];

17 delta = d(e(:, 1));

18 b = [-delta; zeros(n)];

19 x linprog(c, A, b);

20 disp(x(n)); % x_n je posledni ukol, a tedy doba
21 % trvani celeho projektu

Skript ohlasi, ze doba trvani projektu je 17; prostym pohledem na graf G' v obrazku 6.1 se snadno
overi, ze je tomu skute¢né tak.

Je vhodné si podrobné rozmyslet, pro¢ instrukce delta = d(e(:,1)) skute¢né vytvori vektor &
splnujici (6.2) — pfipomenme, ze e (:,1) je vektor indexti pocate¢nich vrcholt jednotlivych hran.

6.2 Vypocet délky projektu pro nahodné doby dilcich uloh

Reknéme, e doby trvani tkol d; nejsou presné znimé; modelujme je jako nihodné veli¢iny, jejichz
rozdéleni (jak se zde predpoklidd) zndme. Pak i doba trvini projektu je ndhodnd veli¢ina; pochopitelné
nds zajima jeji rozdéleni a jeho charakteristiky (stfedni hodnota, medidn, rozptyl, pfipadné vyssi mo-
menty, kvantily atd.). V padesatych létech byla vyvniuta tzv. metoda PERT (Program Evaluation and
Review Technique), kterd se snazi rozdéleni doby trvini projektu aproximovat pomoci normalniho roz-
déleni, ovsem za velmi restriktivnich pfedpokladii a s vaznym rizikem velké chyby aproximace. (Snadno
se nahlédne, Ze obecné lze tézko ocekavat, ze by doba trvani projektu méla mit napriklad symetrické
rozdéleni; uz z tohoto zakladniho nahledu je patrné, ze aproximace normalnim — a tedy symetrickym
— rozdélenim mize byt siln¢ zavidéjici, mize tfeba podhodnocovat riziko vyrazného prodlouzeni pro-
jektu.) Metoda PERT je dosti hrubd heuristika, jez v podstaté nema vyznam v okamziku, kdy je snadné
rozdéleni doby trvani projektu nasimulovat. Simulaci si nyni ukazme.
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Vytvorme si pomocnou funkci time = SolveCPM(d,e), kde shrneme, co jsme dosud vytvorili —
funkce dostane na vstup vektor d dob trvani ukold a seznam e hran grafu G a vratim nim time, dobu
trvani projektu. Tato funkce poslouzi coby CPM-solver.

SimulCPM.m: Solver CPM
3 function time = SolveCPM(d, e)
4 % time = doba trvani projektu zadaneho
5 % hranami e a dobami ukolu d
6 n = length(d); % pocet vrcholu
7 m = length(e); 7/ pocet hran
8 Z = zeros(n, m); % incidencni matice Z
9 for i = 1:m
10 Z(e(i, 1), i) = 1;
11 Z(e(i, 2), i) = -1;
12 end
13 c = [zeros(n - 1, 1); 1]; % priprava na volani linprog
14 A= [Z'; -eye(n)];
15 b = [-d(e(:, 1)); zeros(n, 1)];
16 x = linprog(c, A, b);
17 time = x(n); % x n je posledni ukol,
18 % a tedy doba trvani celeho projektu
19 end

Nyni budeme simulovat doby trvani tkolt z jejich distribuci a opakované volat So1veCPM. Simulaci
zopakujeme (feknéme) 105-krit; doby trvani zaznamenime do pomocného vektoru h, z néjz vykres-
lime histogram (to je simulaci ziskany odhad skute¢né distribuce doby trvani projektu) a pro ilustraci
napocteme nékteré charakteristiky. Protoze simulace chvili trva, je vhodné skript animovat — postupné
vykreslovat empirickou distribuci (histogram) a nechat uzivatele sledovat, jak proces konverguje.

V nasem prikladu feknéme, ze doby trvani jsou nezavislé, rovnomérné rozdélené nihodné veli¢iny
na intervalu [d; — 2,d; + 3], kde i = 1,. .., 8 jsou ukoly z obrizku 6.1 a d; jsou v obrdzku 6.1 Cervené
uvedné hodnoty. (Pfipominame, zZe podle pfijaté konvence vzdy jest dg = 0.)

Poznamka

Rovnomérné rozdéleni jsme zvolili jen pro priklad; pfi simulaci lze pouzit kterékoliv rozdéleni,
tieba B-rozdéleni (jak je zvykem v PERTu) ¢i tieba empirické rozdéleni dob trvani ukold ziskané
z historickych dat. Stejné tak lze uzivat i zavislé niahodné veli¢iny; to by se hodilo napf. tehdy,
provadéji-li razné ukoly titiz pracovnici, anebo vice kol je ovlivnéno spole¢nym faktorem, tieba
nepfiznivym pocasim pfi stavebnich pracich.

SimulCPM.m: Zadani vstupnich dat

21
22 e
23 5, 8; 6, 9; 7, 9;

4; 0]; % doby trvani ukolu
,4; 3, 5; 4, 6; 4, 7; 5, 7;

Q.
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mM m
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SimulCPM.m: Vlastni simulace

25 figure;
26 n = length(d); % pocet vrcholu (ukolu)
27 h = [1; % zde budeme uchovavat simulovane doby trvani
28 for j = 1:1075 J pocet simulaci
29 dl = d + [random('unif', -2, 3, [n - 1, 1]1); 0];
30 % dl jsou puvodni doby d plus nahodna chyba
31 % z Unif (-2,3) [krome posledniho
32 % ukolu, ta je vody O]
33 time = SolveCPM(dl, e); % spocti dobu trvani
34 % projektu pri dobach ukolu dil
35 h = [h; time]; % do vektoru h uloz hodnotu time
36 [freq, bins] = hist(h, 50); % z dosud spoctenych
37 % hodnot h spocti histogram s 50 prihradkami
38 %» freq jsou absolutni cetnosti a bins jsou
39 % stredy prihradek
40 plot (bins, freq ./ length(h)); 7 vykresli
41 % (relativni) cetnosti proti stredum prihradek
42 title(j); % v hlavicce obrazku vypis cislo iterace
43 % (at vime, jak jsme daleko)
44 pause (0.0001); % formalni pauza, refresh
45 end

SimulCPM.m: Pir charakteristik na zavér
47 disp(['Prumer = ', num2str (mean(h))]);
48 disp(['Max = ', num2str (max(h))]);
49 disp(['Min = ', num2str (min(h))]);
50 disp(['Smerodatna odchylka = ', num2str(var(h).~0.5)]);
51 disp(['Median = ', num2str (median(h))]) ;
52 disp(['90% kvantil = ', num2str(quantile(h, 0.9))]1);
53 disp(['95% kvantil = ', num2str(quantile(h, 0.95))1);
54 disp(['99% kvantil = ', num2str(quantile(h, 0.99))1);

Vysledkem skriptu je simulované rozdéleni doby trvani projektu a nékolik jeho zdkladnich charak-

teristik:

Prumer = 20.8116

Max = 28.5031

Min = 12.0171

Smerodatna odchylka = 2.4402
Median = 20.8179

90% kvantil = 23.9856
95Y% kvantil = 24.8517
99Y% kvantil = 26.2794
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Obrazek 6.2: Simulovana distribuce doby trvani projektu.

6.3 Analyza simulované distribuce

Ackoliv simulovana distribuce se mize na prvni pohled jevit podobna normélnimu rozdéleni (jak ji
aproximuje metoda PERT), neni tomu tak; jiz na druhy pohled je patrné sesikmeni (jinymi slovy: je
zde vétsi tendence k prodluzovani doby trvani projektu nez k jeho rychlému dokonceni). MiZzeme zkusit
otestovat shodu s normalnim rozdélenim napf. Jarque-Berovym testem.

Poznamka

Pripomerime, Ze kouzlo J.-B. testu na shodu distribuci spociva v nasledujicim. Dalsi bézné testy —
napf. x2-test ¢i Kolmogorov-Smirnoviv test (v MATLABu jako kstest) — dokazi testovat shodu
empirické (v nasem pripadé: simulované) distribuce s N (1, 02) pi danjch hodnotich yi a o®. Ty
ale nikdo neznd a jejich odhady pomoci vybérového primeéru a rozptylu jsou zatizeny dalsi chybou.
Naproti tomu J.-B. test md za nulovou hypotézu, ze pozorovana empirickd (simulovand) distribuce
ma $picatost rovnu 0 a Sikmost rovau 0. To jsou vlastnosti pravé normalniho rozdéleni. J.-B. test
tudiz nevyzaduje znalost z1 ani o2, protoze pro jejich libovolné hodnoty je vidy Sikmost i $picatost
normalniho rozdéleni rovna 0.

SimulCPM.m: Test normality

56 [rozhodnuti, pvalue] = jbtest (h)

Vysledna hodnota rozhodnuti je 1, jestlize test na 5% hladiné zamita hypotézu o normalité (a je 0,
nezamita-li), a pvalue je dosazend hladina testu. V nasem pripad¢ je pvalue nerozlisitelné blizko nule;
J.-B. test tedy hypotézu o shod¢ simulaci ziskané distribuce s normdlnim rozdélenim dokonce zamita
,mzcela radikalné®.

Kone¢né je mozné uzit i dalsi bézné nastroje pro vizualizaci dat, napriklad nakreslit boxplot.
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Obrazek 6.3: Boxplot.

58 figure;
59 boxplot (h)
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Kapitola

Von Neumannuv rustovy model

V této kapitole si predstavime Von Neumanntv ristovy model, ktery nasledné budeme fesit pomoci
linedrniho programovani.

Klicova slova: Von Neumanniiv riistovy model, bindrni vybledavini, linedrni programovini.

7.1 Zakladni problém

Uvazme von Neumanntv riistovy model s nezapornou matici vstupi A € R™*™ (input matrix) a neza-
pornou matici vystupi B € R™*" (output matrix). Vime, Ze von Neumannovo optimdlni tempo ristu
~* a von Neumannovy optimdlni intenzity * producentd (aktivit) se ziskaji jako feseni optimalizaéniho
problému

max
yER K
xeR™
st. Bz >~vyAzx, (7.1)
x > 0,

x #0.

Pfipomerime, ze (7.1) se také nazyva primdrni von Neumanniiv problém & von Neumanniiv problém tech-
nologické expanze.

7.2 Formulace jako uloha linearniho programovani

Ztejmé je (7.1) nelinedrni optimalizaéni problém: jednak se zde vyskytuje soucin proménnych v - z;
a jednak zde mdme podminku & # 0. Souciny proménnych a omezujici podminky typu ,,#* jsou v LP
zakdzany (a obecné jsou takové problémy NP-tézké).

Nasim cilem je sestavit funkci [gamma, x] = vonNeumann(A,B), které uzivatel na vstup zadd
dvojici input-output matic (A, B) a funkce spocte optimalni tempo rlstu gamma a optimalni vektor
intenzit x. Musime si ovSem poradit pravé s nelinearitou optimaliza¢niho problému (7.1). Lze na to jit

47
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rizné; jednou z moznosti je reformulovat (7.1) jako tzv. zobecnény linearné-frakciondlni program (gene-
ralized linear-fractional programming problem, GLFP); jde o typ nelineirnich optimaliza¢nich problémd,
které jsou pomoci metod vnitfniho bodu resitelné zhruba stejné efektivné jako linedrni programy. Touto
cestou se nevyddme (vyZadovalo by to totiz pfilis mnoho teorie) a ukdzeme, jak problém (7.1) fesit s uZitim
LP

Snadno se nahlédne, Ze systém nerovnosti B’ > yA’x je homogenni v & (to znamend: je-li @
fesenim, pak je také ax fesenim pro libovolné o > 0). A diky podminkim & > 0, © # 0 mlzeme
bez Ujmy na obecnosti zafixovat z nekoneéné mnoha feseni jedno konkrétni, napfiklad to, jehoz slozky
se nascitaji na 1. Pisme proto

max 7y st. Bx>~vA'z, >0, éx=1, (7.2)
=
xzeR"”

kdee = (1,...,1)".
Z teorie vime, Ze problém (7.1) ma vidy optimum s v* > 0 (za velmi mirnych a pfirozenych
ptedpokladii na input-output matice (A, B)). Pohledme nyni na ,linedrni program*

(LPy) max 0x st. Bx>~vAz, >0, éx=1,
TcR™
()

kde v > 0 je parametr, nikoliv proménna modelu. Pak se skutecné jedna o linedrni program! Jen
ucelova funkee je zde identickd nula — ale nim nepljde o jeji maximalizaci ¢i minimalizaci, to by bylo
absurdni. Pijde nim o nasledujici: pomoci solveru 1inprog chceme jen rozhodnout, pfi dané hodnoté
7, O pripustnosti i nepripustnosti systému linedrnich omezeni (x). Proto je ucelova funkce irelevantni
a muzeme ji zvolit jakkoliv, tfeba jako identickou nulu. Idea pro nasledujici postup je tato: pro velké
hodnoty 7 je systém (%) jisté nepfipustny, zatimco pro malé hodnoty 7 je pfipustny; optimalni hodnotu
~v* (a ji odpovidajici optimélni intenzity «*) budeme hledat ,,nékde mezi“. Ucinime tak zanedlouho
metodou pileni intervalu.

7.3 Testovani (ne)pfipustnosti linearniho programu

Uzijeme syntaxi
[x, optval, flag] = linprog(c,A,b,U,v); (7.3)

zde solver linprog fesi linedrni program tvaru ming{c'x | Az < b,Ux = v} a vraci optimélni
feseni x, optimalni hodnotu Gcelové funkce optval a — pro nds nyni dilezitou — hodnotu flag,
kterd informuje o zptsobu ukonceni vypoctu solveru. Hodnota flag = 1 znamena, ze bylo nalezeno
optimum, a flag = —2 znamend, Ze problém je nepfipustny. (Pro uplnost dodejme, ze flag = —3
znamena neomezenost, ktera ovSéem v nasem konkrétnim pfipadé nemuze nastat; dalsi hodnoty flag
znadi vesmés numerické problémy pfi feseni rozsahlych Gloh LP ¢i prekroceni povoleného poctu iteraci.
Detaily podd help linprog.)
Chceme-li otestovat ptipustnost (LP,) (pfi zadané hodnoté parametru 7), pisme (LP) v ekviva-

lentnim tvaru

max 0z st. (WA'—B)x <0, —z<0, ez =1;

xr

pak uz okamzit¢ vidime

>,
max 0 =z s.t vA' - B x < 0 , € x=_1 (7.4)
reR? N~ -1 0 =~ —~
c’ N————— U v

D b
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avolame [x, optval, flag] = linprog(c,D,b,U,v).Je-liflag = 1, pak je problém pfipustny;
jiank je nepfipustny (pominme zde mozné dalsi hodnoty flag z titulu numerickych problémd). Pro
stru¢nost volejme solver 1inprog v kompaktni formé

[x, optval, flag]l = ...

linprog(zeros(n,1) , [gamma.*A' - B'; -eye(n)] , zeros(m+n,1) ,ones(1,n), 1 ).

c D b U v

7.4 Bindrni vyhledavani (puleni intervalu)
Algoritmus bindrniho vyhledavani se skladd z nasledujicich kroku:

1. Zvolme velkou hodnotu 7, a to tak, aby (L P5) byl jist¢ nepfipustny; pro nase ucely jist¢ postaci
zvolit naptiklad 7 = 10%. Zvolme také malou hodnotu  (naptiklad v = 107®) tak, aby (LPy)
byl jist¢ pripustny.

2. Pohledme doprostied intervalu [y, 7]: polozme

Y =50+ (7.5)

3. Otestujme pfipustnost (LP,).
4. Nyni:

a) je-li (LP,/) pfipustny, musi optimdlni v* leZet v intervalu [y/,7]. Polozime proto v := +/
a pokacujeme Krokem 2 s novym, nyni jiz na polovinu zuzenym intervalem [,7];

b) je-li ovSem (LP,/) neptipustny, musi optimalni v* lezet v intervalu [y, 7/]. Polozime proto

7 := v a pokratujeme Krokem 2 s novym, nyni jiz na polovinu ziZenym intervalem [7,7].
Postup opakujeme, dokud se nedosahne zanedbatelné malé chyby, feknéme dokud neni 7 — v <
1078, Takto jsme (sice jen pfiblizné, ale s libovolné malou chybou) nalezli optimalni tempo réstu v* (a
samoziejmé také jemu odpovidajici vektor optimélnich intenzit *). VSimnéme si, Ze interval [7y,7] se
v . . v v 7 v . v ’ . Ve oV v 1 4
zuzuje geometrickou fadou; pozadované presnosti tudiz dosihneme velice rychle (pfiblizné za log, 110%8 ~
40 iteraci). Cely skript mize vypadat napfiklad nisledujicim zpisobem.
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VonNeumann .m: Binarni vyhledavani.
3 function [gamma, x] = solveVonNeumann(A, B)
4 gammaUp = 1074; % pocatecni hodnota
5 gammalow = 107-8; Y, pocatecni hodnota
6 while (gammaUp - gammalow >= 10~ -8)
7 % hlavni cyklus binarniho vyhledavani
8 % dokud je interval prilis siroky
9 gammaPrime = mean([gammaUp, gammaLow]);
10 % prostredek intervalu
11 [x0O, optval, flag] = linprog(zeros(n, 1),
12 [gammaPrime .* A' - B'; -eye(n)],
13 zeros(m + n, 1), ones(l, n), 1);
14 % test pripustnosti
15 if flag == 1 % problem je pripustny
16 gammalow = gammaPrime; J posun dolni mez nahoru
17 x = x0; % pamatuj si pripustne
18 % intenzity
19 gamma = gammaPrime; % pamatuj si pripustne
20 % tempo rustu
21 else % problem je nepripustny
22 gammaUp = gammaPrime; % posun horni mez dolu
23 end
24 end
25 % vystupni hodnotou je posledni zapamatovane...
26 % pripustne (gamma,x)
27 end
[ Poznamka

Palenim intervalu lze také analogicky fesit dulni von Neumann@v problém

gliﬁ B st. By <Ay, y>0, y#0,
€
yeR™

jehoz optimum (5%, y*) davi stinové ceny y* produktl a optimalni profit-faktor (optimdlni uro-
kovou sazbu) 5*. Detaily ponechdme k vypracovani jako cviceni.

"




Kapitola

Dopravni problém

Dopravni problém je klasicka uloha, ve které jde o minimalizaci ceny pfepravy zbozi. Jednd se o lohu
linearniho programovani.

Kli¢ova slova: dopravni problém, linedrni programovini.

8.1 Reseni pomoci linearniho programovani

[ Dopravni problém

Dopravni problém je nasledujici uloha: je dan seznam m dodavatelt jisté komodity a n odbé-
rateltt této komodity. Ukolem je prepravit komoditu od dodavateltt k odbérateliim s tim, 7e je
dan vektor p = (p1,...,pn)" pozadavkl (odbératel i chce odebrat pravé mnozstvi p;) a vektor
k = (ki,...,kn) kapacit dodavateld (dodavatel j disponuje jen omezenym mnozstvim k;). Déle
je zaddna nezdpornd matice C' = (¢;;) € R™*"™ jednotkovych cen pfeprav — c;; je cena piepravy
jedné tuny komodity od dodavatele j k odbérateli ¢. Cilem je zajist prepravu, kterd uspokoji po-
zadavky odbérateldi, nepfekroci kapacity dodavateld a bude co nejlevnéjsi. (VSimnéme si, ze Gloha
mi feseni pravé tehdy, kdyZ e’k > €’p; tuto podminku je snadné ovéfit.)

Problém se snadno zformuluje jako LP s proménnymi ;; = objem pfepravy mezi dodavatelem j
a odbératelem i:

n o m m n
I;[rlzljn chijxij s.t. inj = D; (VZ = 1, v ,n), inj < kj (Vj = 1, v ,m), Tij > 0 (Vl,j)
i=1j=1 Jj=1 i=1

P /

(*) (t)
(8.1)
Podminky (%) uspokoji pozadavky odbératelti a podminky () zajisti, Ze se nepfekrodi kapacity dodava-
teld.
Nasim cilem zde je napsat funkci X = DopravniProblem(C, k, p), kde uzivatel na vstup zada
data C, k, p a obdrzi matici X = (:1:;"]) optimalnich prevozi. Zvolime-li na chvili jako pfiklad m = 3

51
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dodavatele a n = 4 odbératele, mtizeme (8.1) prepsat do podoby, kde ,nasklidime* proménné a ceny
do jednoho vektoru po sloupcich

/
x = (T11, 21, %31, Ta1, T12,T22, T32, T42, T13, 223, L33, L43) (8.2)

!
c=(c11,621,C31,€41, C12,€22,C32,C42, C13,C23, €33, C43) (8.3)

a obdrzime (8.1) ve tvaru

rrgn dx st 1 1 1 s

8
Il

Ay
1 1 11 ky
1 1 11 x<|ky],
1 1 11 ks

As
—x <0.

(Prazdné prvky v maticich A1, Ay jsou nuly.) Pro obecné m,n uvizime matice A;, Ao analogické
struktury a ziskdme (8.1) v podobé

/
€1xn
/
€1xn

n;cin cdx st. (Inxn Inxn -+ Inxn) T=0p, _ r<k, —-x<0.

A /
€ixn

A
(8.4)

(Aby nedoslo k nedorozuméni: €, je fddkovy vektor m jedniéek.) K vyfeseni dopravniho problému
zrejmé staci volat linprog(c, [A2; -eye(m * n)], [k; zeros(m * n,1)], A1, p).Jak lze
vytvofit vektor ¢ a matice A1, As? Jedna moznost je pochopitelné pomoci for-cykld, napriklad

c [J; for j=1:m; C = [C; c(:,j)]; end;
A1 = []; for j=1:m; Al [A1, eye(n)]; end;
A2 = [1; for j=1:m; A2 [A2, zeros(j-1,n); zeros(n*(j-1),1), ones(l,n)]; end;

Existuji ale i elegantnéjsi zptsoby. Pfikaz ¢ = reshape(C, [m * n, 1]) ucini pfesné operaci
»presklidini“ matice C do vektoru rozméru mn x 1 podle (8.3). Matice A; a Az lze jednoduse
vytvofit pomoci tzv. Kroneckerova soudinu. Jsou-li diny matice U = (u;;) € R¥*1 2 V' € RFz2x2)
pak Kroneckeriiv soucin U @ V' je matice rozméru k1ko x €142 s bloky

UHV ulgV s Ul,glv
un1V. uV o - ugV

UV = ) ) . ) ;
U 1 Vooug 2V gV

napfiklad
0 0 1 0
00 0 1)

10\ (102030
(12301)®<01)<010203
(8.4) je patrno, ze

V MATLABu se Kroneckeraiv soucin pocitd pomoci funkce kron. Z

/ ’
Al =€y, @ Inxn, Az = Inpxm @ €4,
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a tedy mizeme matice A1, Ay vytvofit strunym prikazem
A; =kron(ones(1,m), eye(n)), A, =kron(eye(m), ones(1,n)).

Nyni jiz mame vSechny ingredience a mizeme napsat jednoduchy solver pro dopravni problém. Utzivatel
zada (sloupcové) vekrtory k, p a matici C'a obdrzi matici X = (x;) s optimélni pfepravou.

-
Transport.m: Solver pro dopravni problém

3 function X = SolveTP(k, p, C)

4 [n,m] = size(C);

5 c¢ = reshape(C, [m*n, 1]);

6 A1 = kron(ones(1,m), eye(n));

7 A2 = kron(eye(m), ones(1l,n));

8 x = linprog(c, [A2; -eye(m*n)], [k; zeros(m*n,1)],
9 A1, p);

10 X = reshape(x,[n,m]);

11 end

Prikaz 10 jen ,preskldda“ ziskané optimdlni feSeni x tvaru (8.2) do matice X tvaru n X m.

Poznamka

Stejné — jako v dalsich kapitolich — i zde je vhodné si jako cviceni rozmyslet, jak by vypadalo
feseni rozliénych modifikaci dopravniho problému. Naptiklad: fekneme, Ze instance (k, p, C') do-
pravniho problému vykazuje tzv. morefor-less paradox, jestlize je mozné zvysenim kapacit (nékte-
rych) dodavateld a adekvitnim zvySenim pozadavkd (nékterych) odbérateltt dosihnout prepravy
celkové vétsiho mnozstvi a pritom snizit celkové prepravni naklady. Zdali more-for-less paradox na-
stava, lze zjistit pomoci vhodného LP — jako cviceni je mozné rozsifit skript SolveTP, aby uzivateli
podal tuto informaci. Podobné je mozné rozsifit skript o vizualizaci vysledné optimalni prepravy
jako v kapitole 5; umisténi dodavatelt a odbérateld lze vykreslit coby body v roviné a mezi nimi
zobrazit Sipky, jejichz sila odpovida transportovanému mnozstvi. A kone¢né zdjemce se mize po-
divat na toolbox mapping — pomoci funkci worldmap a geoshow lze vykreslit (napfiklad) mapu
konkrétniho stitu, a pak je mozné toky prepravy zobrazovat na redlné mapé. (Kresleni map ovsem
presahuje ramec tohoto textu.)



KAPITOLA 8. DOPRAVNI PROBLEM

54

Doporucena literatura

DUPACOVA, J., Lacrout, P. 2011. Uvod do optimalizace. MatfyzPress. ISBN 978-80-7378-
176-7. http://matfyzpress.cz/matematika/20-uvod-do-optimalizace.html

HiLLIER, F. S., LiEBERMAN, G. ]J. 2018. Introduction to Operations Research. McGraw-Hill
Education. ISBN 978-0-07-352345-3. http://highered.mheducation.com/sites/
0073523453/information{ }center{ }viewO/index.html

JABLONSKY, J. 2007. Operacni vyzkum: Kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovani. Pro-
fessional Publishing. ISBN 978-80-86946-44-3. https://www.researchgate.net/
publication/40354299

Kwon, R. H. 2013. Introduction to Linear Optimization and Extensions with MATLAB.
CRC Press. ISBN 978-1-4398-6264-3. https://doi.org/10.1201/b13966

VANDERBEL, R. J. 2020. Linear Programming: Foundations and Extensions. Springer. ISBN
978-3-030-39414-1. https://doi.org/10.1007/978-3-030-39415-8



http://matfyzpress.cz/matematika/20-uvod-do-optimalizace.html
http://highered.mheducation.com/sites/0073523453/information{_}center{_}view0/index.html
http://highered.mheducation.com/sites/0073523453/information{_}center{_}view0/index.html
https://www.researchgate.net/publication/40354299
https://www.researchgate.net/publication/40354299
https://doi.org/10.1201/b13966
https://doi.org/10.1007/978-3-030-39415-8

Kapitola

Analyza obalu dat

Metoda analyzy obalu dat slouzi k ohodnoceni efektivity sledovanych jednotek pomoci rliznych vstup
a vystupll. V této kapitole si ukdzeme jak takovou lohu fesit s vyuzitim linearniho programovani.

Kli¢ovd slova: data envelopment analysis (DEA), efektivnost, rankovaci metoda, linedrni programovani.

9.1 Formulace problému

DEA je oblibend rankovaci metoda. Existuje v nepfeberném mnozstvi variant a modifikaci; my zde
ukazeme jen jednoduchy zakladni model.
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Data Envelopment Analysis

Je dan systém p jednotek (tzv. decision making unit, DMU)), z nichz kazda spotfebovava jisté vstupy
a generuje jisté vystupy, a jednotky jsou homogenni v tom smyslu, Ze generuji stejné typy vy-
stupt pfi stejnych typech vstupl. Jednotkou mize byt v konkrétni aplikaci takrka cokoliv, o cem
Ize rozumné prohlisit, Ze spotfebovava vstupy a transformuje je na vystupy. Mize jit o podniky ve
stejném odvétvi (vstupy jsou napriklad vybavenost pracovni silou a kapitilem, vystupy jsou vyrobky
nékolika druhi); mizZe jit o nemocnice (vstupem jsou napf. pocty lékar, sester a vybavenost tech-
nikou; vystupy jsou objemy hospitalizaci, pocty operaci, ambulatni vykony atd.), mize jit o lidi
(u ucitele mize byt vstupem mzda, Groven kvalifikace a délka praxe, vystupy mohou byt objem
védeckych vykonl a objem pedagogickych vykon®); mize jit o stity ¢i regiony (vstupem je napf.
struktura pracovni sily, vybavenost infrastrukturou apod., vystupem je HDP).

Cilem DEA je stanovit relativni srovndni (ranking) daného systému jednotek, u nichz znime
vstupy a vystupy. PotiZ je, Ze vstupy i vystupy jsou riizného druhu; je-li jednotkou telekomunikaéni
spolecnost, jejimi vystupy mize byt objem datovych sluzeb a objem hlasovych sluzeb a neni jasné,
podle kterého kritéria jednotky srovndvat — jedna jednotka muze byt ,lepsi“ v datovych sluzbich,
jind v hlasovych sluzbach, a neni jasné, jak nesrovnatelnd kritéria sloucit a udélat jednoznacné
porovnani.

V ramci DEA metodiky se definuje efektivita jednotky jako vdzeny soucet vystupii ku vazenému
souctu vstupii. Oznacme aj, > 0 vektor vystupl a by, > O vektor vstupl k-té¢ jednotky (k =
1,...,p); ty jsou uzivatelem zadany. Efektivita k-t¢ jednotky je podle definice

/
a/k'U

= 7 9
b, w

efy, 9.1

kde v > 0 a w > 0 jsou vektory vah (pozdéji vahy omezime podminkou zajistujici efy, € [0, 1]).
Vse by bylo jednoduché, kdyby vahy v, w byly znamé — kdyby byl nékdo tfeba schopen fici, ze
jeden gigabyte pfenesenych dat je ekvivalentni deseti hlasovym spojenim; kdyby byl nékdo schopen
fici, Ze jedna transplantace je ekvivalentni deseti ambulatnim vySetfenim; nebo kdyby byl nékdo
schopen fici, ze ucitel vychovavajici tfi doktorandy je ekvivalentni uéiteli publikujicimu jednu vé-
deckou monografii. Pak by nebylo co fesit: prost¢ bychom jednotky mohli srovat podle efektivit
(9.1) spoctenych se zndmymi vahami. Zde pfichdzi hlavni idea DEA metodiky. Vahy jsou neznimé;
dovolme tedy jednotce k € {1,...,p}, at si zvoli viby v, w sama, a to tak, aby to pro ni bylo co
nejvyhodnéjsi (aby dosihla co nejvyssi efektivity). Nicméné poté musi své vihy predlozit ostatnim
jednotkam; pokud by nékterd jind jednotka dosihla pfi téchto vahach lepsiho efektivitniho po-
méru, prohlisime jednotku k za DEA-neefektivni (ef, < 1); jinak ji prohlisime za DEA-efektivni
| (efp = 1).

Vektory zadanych vystupt a vstupl uspofadejme do matic

aj b
(1,/2 Xn b/2 Xm
A= .| € RP*" B = .| € RP
/ /
ap by

(dvojici B, A se také fika input-output matice). Symbolem n jsme oznadili pocet vystup a symbolem
m jsme oznacili pocet vstupll. Ideu DEA — at si k-td jednotka zvoli své vihy, jak nejlépe dokaze —
snadno napiSeme jako (nelinedrni) optimalizacni problém
alv ) a,v (1)
max ,k s.t. 0< ,Z <1 W=1,...,p), vyw>0. (9.2)
veR"  byw byw
weR™
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Omezujici podminky (1) vlastné formalizuji test, kdy se vihy v, w volené jednotkou & predkladaji jed-
notkdm ¢ = 1, ..., p a véechny efektivity se normalizuji na skalu [0, 1]. Vysledny DEA-ranking se ziska
tak, ze kazdd jednotka k = 1,...,p vyfesi problém (9.2) a jednotky se pak sefadi podle dosazenych
efektivit.

9.2 Linearizace ulohy

Problém (9.2) se snadno zlinearizuje. Omezeni (x) jsou redundantni, ¢isla ajv, bjw jsou totiz nezdpornd.
] J J ¢V, bW ) P
’ ’ . / oV v . ’ ’
Diky nezdpornosti b,w mizeme () prepsat do linearniho tvaru

a,v < bjw.
a,v

b, w
k
v, w vihami av, aw pro libovolné o > 0. Proto mizeme bez ujmy na obecnosti vihy standardizovat;

Vsimnéme si, Ze vahy nejsou nikdy jednoznaéné — hodnota vyrazu se nezméni, nahradime-li vahy

hodi se omerzit se jen na véhy spliiujici b} w = 1. Tim ziskdme linedrni program

(DEAy) max ajv st ap <bw (V=1,...,p), bhw=1, v,w>0. (9.3)
weR™

Nyni se vyfesi fada LP (DEA;),...,(DEA,) a jejich optimilni Gcelové hodnoty (= efektivity) daji

vysledny ranking.
Prepisme (9.3) do maticového tvaru vhodného pro solver linprog(c, D, b, U, z):

. v v (v

mlfvl (—a;g 01><m) (w) s.t. —Lixn  Opxm <w> < | Onx1 |, (01><n bk) <w> =
m:(w) Omxn  —Imxm ~—— Omx1 ——
c U
x x — x
D b

(9.4)
Napisme skript, kde uzivatel na vstup zadd matice vystupl a vstupt (A, B) a vysledkem bude vektor
ef efektivit jednotek. Ve for-cyklu budeme fesit linearni program (DEAy) prok = 1, ..., p. VSimnéme

siv (9.4), ze D, b nezavisi na k; mizeme si tedy D, b pfipravit jesté pred for-cyklem.

DEA.m: Solver pro DEA

3 function ef = SolveDEA(A, B)

4 [p, n] = size(A);

5 [p, m] = size(B);

6 D = [A, -B; -eye(n + m)];

7 b = zeros(p + n + m,1);

3 for k = 1:p

9 c = [-ACk, :), zeros(l, m)]';

10 U = [zeros(1, n), B(k, :)1;

11 x = linprog(c, D, b, U, 1);

12 ef(k) = A(k, :) * x(1:n);

13 % ulozili jsme optimalni hodnotu ucelove funkce,
14 % A(k, :) * x(1:n) je hodnota ucel. funkce,

15 % x(1:n) jsou optimalni vahy v

16 end

17 end

1

~—
z
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Poznamka

Casto je rozumné predpokladat, 7e data (A, B) pro DEA analyzu jsou nahodné veli¢iny: pocty
telefonnich hovorti, pocty vysetfeni pacientt ¢i pocty vychovanych studentd totiz ¢asto lze chapat
jako vysledek jistého ndhodného procesu (napriklad to, kolik prijde pacientl do nemocnice, je do
jisté miry nahoda). Formdlné: pfedpokladejme, ze data (A, B) jsou nihodné veli¢iny se zndmou
distribuci (napf. empirickou distribuci ziskanou méfenim poctu pfichozich pacientd v nékolika
obdobich). Pak i efektivity jsou ndhodné veli¢iny a je rozumné nasimulovat jejich rozdéleni podobné
jako v kapitolach 3.4 a 6. Tato simulace nam poda informaci napfiklad o robustnosti ¢i stabilité
DEA-rankingu. Zistane-li totiz jednotka DEA-efektivni i poté, co (nahodné) perturbujeme data
— a modeluje-li tato perturbace, co se v realité¢ skute¢né mize stit —, ukazuje to, ze jeji DEA-
efektivita zistava stabilni, i kdyz se vnéjsi podminky méni. To je kvalitativni rozdil oproti jednotce,
ktera je sice pfi danych datech (A, B) DEA-efektivni, ovSem pfi nihodnych perturbacich dat
vykazuje jeji DEA-efektivita velky rozptyl.
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Kapitola

Celociselné linearni programovanti

V této kapitole se budeme zabyvat celociselnym programovanim. Naprogramujeme si vlastni fesitel zalo-
zeny na algoritmu vétveni a mezi, ktery pak aplikujeme na jednoduchou tlohu batohu.

Kli¢ova slova: celociselné programovani, metoda vétveni a mezi, branch and bound, iiloba batobu.

10.1 Celociselné programovani v MATLABu

Az dosud jsme se zabyvali lineirnim programovanim se spojitymi proménnymi (x € R"™). MATLAB
disponuje i solverem pro celoCiselné a smisené linearni programovani (/LP, Integer Linear Programming;
MILP, Mixed Integer Linear Programming).

a R

Funkce intlinprog

Solver pro celociselné a smisené linedrni programovini ma zakladni syntaxi analogickou solveru
linprog:

intlinprog(c, I, A, b, U, v),

ktera fesi problém

min cx
x
s.t. Az <b,
Uz =v,
. Z, i€l
TSR, i¢L
Tedy: I je mnozina (vektor) indext proménnych, které maji nabyvat celo¢iselnych hodnot. Maji-li
byt vsechny proménné celociselné, staci volit I = [1:n]', kde n je pocet proménnych.
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Poznamka

Jako cvi¢eni nyni doporucujeme vyzkouset intlinprog na béznych problémech formulovatelnych
jako ILP, napfiklad problém batohu, problém obchodniho cestujiciho, job scheduling ¢i rizné dalsi
typy pfifazovacich problémd.

Poznamka

Pfipomenime, Ze narozdil od (spojitého) linedrniho programovini je celodiselné linedrni progra-
movani obecné NP-tézké; neni tedy snadné fesit rozsihlejsi instance. Byt je solver v MATLABu
dobry, patrné se nemtize srovnavat s CPLEXem a dalSim podobnym software (ovSem toto tvrzeni
by by bylo tfeba potvrdit fidnou srovnavaci studii). Potfebuje-li uzivatel fesit realné problémy ILP,
vzdy se doporucuje vyuzit radéji CPLEX ¢i dalsi specialni software.

10.2 Uvod k B&B algoritmu

My si v této kapitole zkusime vytvorit vlastni jednoduchy solver pro ILP zalozeny na metodé Branch-
and-Bound (B&B). Pro feseni praktickych problémi je to ¢iry nerozum: nikdy se ndm totiz nepodafi
naprogramovat néco, co by alespon vzdilené dokdzalo konkurovat profesiondlnimu software, a rozhodné
se nic takového nedoporucuje. Psat vlastni solver ma smysl jen tehdy, chce-li si uzivatel vyzkouset vlast-
nosti algoritmu a ,hrat“ si s nim — chee-li jeho praci vizualizovat, nebo chce-li napfiklad zkouset
porovnavat efektivitu riiznych strategii volby indexu pro B&B-branching a tak podobné.

Pripomenme, ze B&B algoritmus pro ILP je nasledujici procedura, ktera instanci ILP redukuje
na vypocet rady spojitych linearnich programi. Z technickych divodd bude na tomto misté pro nds
jednodussi resit ILP ve tvaru

min ¢z st. Az <b, Uz =v, x<x<7Z. (10.1)
kASYAL
Napiseme skript
x = MyBaB(c, A, b, U, v, z, T),

ktery tuto tlohu fesi a vraci optimalni feseni jako vektor x. Vsimnéme si, ze diky existenci dolnich a hor-
nich mezi &, T se nemusime zabyvat neomezenosti (to je jen proto, aby nas skript byl co nejjednodussi
— nicméné jako cviceni necht Ctendf rozpracuje problém v plné obecnosti).

Jako podprogram budeme uzivat standardni solver 1inprog, tentokrit v syntaxi

[x, ov, flag] = linprog(c, A, b, U, v, z, ),

ktery fesi LP
rn]iRp dx st. Az <b, Uz =v, <z <ZT (10.2)
TrER™

(to je tzv. relaxace problému (10.1)). Vysledkem vypoctu je optimalni feseni x, optimélni hodnota Géelové
funkce ov a informace o zpsobu ukonceni vypoctu f1lag. Pfipomenme, ze hodnota flag = 1 znamena,
ze bylo nalezeno optimum. Protoze v nasem pfipadé nemize dojit k neomezenému pfipadu, hodnoty
flag rtizné od jedné ztotoinime s nepfipustnosti (abstrahujeme zde od toho, ze nékteré hodnoty flag
mohou signalizovat numerické problémy).

10.3 B&B algoritmus

Béhem vypoctu budeme udrzovat seznam £ linedrnich programi. Seznam £ je na zacitku prazdny.
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Vstup: data ¢, A, b, U, v, z, T problému (10.1).

Krok 1. Je-li LP (10.2) nepfipustny, skon¢ime — pak je totiz nepfipustny také ILP (10.1). Je-li LP
(10.2) ptipustny, vlozime jej do seznamu £.

Krok 2. Je-li seznam £ prazdny, skon¢ime — problém (10.1) je nepfipustny.

Krok 3. Je-li seznam £ neprazdny, nalezneme v ném ten linedrni program {mingyecr 'z | Ax <
b, Uz = v, 0 < x < =%}, kterj ma mezi viemi LP v seznamu £ nejmensi optimalni hodnotu
Gcelové funkce. Rikejme mu (LP?).

Krok 4. Odstranime (LPY) ze seznamu £.

Krok 5. Necht z* je optimalni feseni (LPY). Je-li * celociselné, skoncime — nalezli jsme optimum
(10.1).

Krok 6. Necht ¥ je libovolny index takovy, ze x, neni celociselné. Zavedme linedrni programy

(LP") m%Rp dz st. Az<b, Uz=v, 2" <z <z, 20 > [z5], (10.3)
reR™

(LP") m%R? dz st. Az <b, Uz =v, 2’ <z <z% z0 < |2h]. (10.4)
reR™

Zde |&| = max{z € Z | z < &} znadi dolni celou ¢dst Cisla € (funkce floor) a [{] = min{z € Z | z >
&} znadi horni celou &ast ¢isla € (funkce ceil).

Krok 7. Jestlize je (LP’) ptipustny, pfidejme jej do seznamu £.

Krok 8. Jestlize je (LP") ptipustny, ptidejme jej do seznamu L.

Krok 9. Pokracujeme Krokem 2.

Pozniamka

Konstrukci (10.3) a (10.4) Ize udélat tak, 7e se jen zvy3i dolni mez 2% na hodnotu [z7,] (v pfipadé
0 v g v v
(10.3)) a snizi se horni mez 7y, na hodnotu |27 | (v ptipadé (10.4)). To znamend, ze vsechny linearni
£ maji shodnd d A,b,U,validisej ich 20, 2° hopitelné
programy v seznamu £ maji shodnd data ¢, A, b, U, v a liéi se jen v mezich °, " (a pochopitelné
také v optimélnich fesenich * a optimalnich hodnotich lelové funkce ¢’x*). Proto miZeme
reprezentovat LP v seznamu £ jen pomoci Ctvefice udajt (z°, 2°, =*, ¢/x*). Konkrétné: udélame
to tak, ze " budeme uchovivat jako sloupce specidlni matice LLB (,,List of Lower Bounds*),
Z° budeme uchovivat jako sloupce specidlni matice LUB (,,List of Upper Bounds“), * budeme
uchovévat jako sloupce specidlni matice Lx a hodnoty uéelové funkce ¢/x* budeme uchovévat jako
prvky vektoru Lov (,,List of optimal values*).

Pozniamka

Kroky 4 a 7-8 se nazyvaji branching (vétveni) — nahrazujeme totiz (L P°) dvojici (LP'), (LP").
Protoze v Kroku 1 zaciname s jedinym LP v seznamu £, Ize postupné vétveni kreslit jako strom, tzv.
branching tree. Ten si pozdéji ve skriptu také nakreslime. Vrcholem ve stromé je (LP°). Vrchol
md dva syny, levého a pravého; je-li (LP’) ptipustny, je levym synem s modrou barvou, a je-li
(LP') nepfipustny, je levym synem (a listem) s ¢ervenou barvou. Je-li (LP") pfipustny, je pravym
synem s modrou barvou, a je-li (LP") nepfipustny, je pravym synem (a listem) s éervenou barvou.
Kofenem je LP (10.2). Strom jist¢é mize mit i modré listy — to jsou pfipustné LP, které se ovéem
dale nevétvi (a jejichz zpracovani tudiz B&B algoritmus ,,usetfil“). Nésledujici obrazky ilustruji dva
priklady, jak konkrétné mohou stromy vypadat; druhy obrazek ukazuje priklad vypoctu, ktery je
,wvelice Gsporny“.
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Obrazek 10.1: Priklad rozvétveného stromu.
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Obrizek 10.2: Priklad usporného stromu.

Poznamka

Vybér indexu ¥ (tzv. branching index) v Kroku 6 nemusi byt jednoznacny. Skute¢né, vektor z* ma
¢asto vice necelodiselnych slozek. V principu miizeme vybrat libovolnou z nich. Metoda vybéru i,
je-li vice moznosti, se nazyva branching strategy a raznymi volbami lze ziskat rtizné varianty B&B;
dokonce stoji za to empiricky testovat, které strategie funguji ,lépe“ a ,hafe* (to ponechime
jako cviceni). My vybereme ¥ takto: spoéteme vektor ' = x* — round(z*) (funkce round
zaokrouhluje slozky vektoru na nejblizsi celé ¢islo). Vektor @’ mi tedy slozky v intervalu [+3]
a nulové jsou pravé ty slozky, kde je &* celociselné. Pak spocteme z = max; |z}]. Je-li z = 0, je
O vezmeme ten index, pro néji se maxima z nabyvi. To
je jisté legitimni branching strategie; nema ovsem zadnou konkrétni vyhodu, snad jen tu, Ze se

vektor * celodiselny; a je-li z > 0, za 4

snadno naprogramuje.

Pozniamka

V numerickych algoritmech byvaji ¢asto vypocty presné jen na urcity pocet desetinnych mist. Je-
li spravnym vysledkem napf. ¢islo 1, nékdy mizeme od numerického algoritmu obdrzet mirné
odligné ¢islo, napt. 1 & 10715, Abychom se nemuseli zabyvat numerickymi problémy, ucinime
nisledujici zjednodugeni: zvolime dostateéné malou chybu, feknéme 1078, a numericky spoctené
¢islo prohlasime za celé, jestlize se od skute¢né celého Cisla lisi nanejvys o £1078.

Ve skriptu budeme v proménné q sledovat pocet fesenych LP — to jen kvili informaci, kolik prace
vypocet obndsi.



KAPITOLA 10. CELOCISELNE LINEARNI PROGRAMOVANI 63

3 function xopt = MyBaB(c, A, b, U, v, LB, UB)

4 % argumenty maji stejny vyznam jako u linprog
5 [x0, ov, flag] = linprog(c, A, b, U, v, LB, UB);
6 if flag ~= 1 7 LP je nepripustny

7 disp('infeasible!');

8 return; J skoncit

9 end

10 LLB = LB;

11 LUB = UB;

12 Lx = x0;

13 Lov = ov;

15 n=1; % n = pocet prvku seznamu L

16 g = 1; % pocitadlo LP - zatim jsme vyresili jeden LP
17 while n >= 1 % dokud je seznam L neprazdny

19 [fmin, j] = min(Lov); % j je index LP v seznamu L...
20 % s nejmensi ucelovou hodnotou

21 LBO = LLB(:, j);

22 UBO = LUB(:, j);

23 xstar = Lx(:, j);

24 [z, i0]=max(abs(xstar - round(xstar)));

25 % 10 = branching index

= LLB(:, [1:(j - 1), (j + 1):nl);

= LUB(:, [1:(j - 1), (j + 1):nl);
Lx(:, [1:(j - 1), (F + 1):nl);
Lov([1:(j - 1), (j + 1):nl);

32 if z <= 10°-8 Y, je xstar celociselne?

33 xopt = round(xstar); % vystupem je xopt

34 disp(['Optimal objective value: ', num2str(fmin)]);
35 disp(['LPs solved: ', num2str(q)]l);

36 return; 7 skoncit

37 end
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BaB.m: B&B krok 6.
39 UB1 = UBO;
40 UB1(i0) = floor(xstar(i0));
41 LB1 = LBO;
42 LB1(i0) = ceil(xstar(i0));
43 [x1, ovl, flagl] = linprog(c, A, b, U, v, LB1, UBO);
44 [x2, ov2, flag2] = linprog(c, A, b, U, v, LBO, UB1);
45 q =q + 2; % pocitadlo - vyresili jsme dva LP
BaB.m: B&B krok 7.
47 if flagl == 1 % (LP') je pripustny,
48 % (LP') vkladame do seznamu L
49 LLB = [LLB, LB1];
50 LUB = [LUB, UBO];
51 Lx = [ Lx, x1];
52 Lov = [Lov; ovil];
53 end
BaB.m: B&B krok 8.
55 if flag2 == % (LP'') je pripustny,
56 % (LP'') vkladame do seznamu L
57 LLB = [LLB, LBO];
58 LUB = [LUB, UB1];
59 Lx = [ Lx, x2];
60 Lov = [Lov; ov2];
61 end
-
BaB.m: B&B krok 2, konec.
63 n = length(Lov); % n = pocet prvku seznamu L
64 end ) konec hlavniho while cyklu
65 disp('infeasible!'); % seznam L je prazdny
66 end
10.4 Problém batohu
Pouzijme jednoduchy testovaci celociselny program — tzv. problém batobu s daty ¢ € R" aw € R
max Ccz st cdx<w. (10.5)

Jde o tento problém: je dino n kontejnerd s hmotnostmi cy, . .

xze{0,1}n

., Cn, 2 lod s nosnosti w (v tomto kontextu

se lodi nékdy fika ,,batoh* — odtud nazev problému). Cilem je ur¢it, které kontejnery mame na lod

nalozit, aby nalozena hmotnost byla co nejvyssi, ale pfitom nepresahla nosnost w.

Vezméme pro priklad n = 10. Necht ¢y, .

na intervalu [0, 300].

.., ¢10 jsou ndhodné hmotnosti z rovnomérného rozdéleni
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BaB.m: Problém batohu, generovani dat.

68 n
69 c

10;
random('unif', 0, 300, [n, 1]);

Z volme w = 1000. Vyfesime (10.5) pomoci naseho B&B-solveru:

BaB.m: Problém batohu, reseni.

72 x = MyBaB(-c, c', 1000, [], [], zeros(m, 1), omes(n, 1));

Za dolni a horni meze vkladime vektory ze samych nul a jednicek. Systém omezeni neobsahuje
Z4dné rovnosti; proto je ¢tvrty a paty argument prazdny. Ucelovou funkci piseme s minusem, nebot jde
o maximaliza¢ni problém, zatimco solver MyBaB pracuje s minimalizaci.

Konkrétni vysledek samozfejmé zavisi na hodnotach nahodnych hmotnosti ¢; vysledek mize vypadat
napfiklad takto (jen vysledné optimalni feseni x zde pro usporu mista uvadime jako fadkovy vektor, byt
skript vraci vektor sloupcovy):

Optimal objective value: -999.9542
LPs solved: 185
x=1010111000

Abychom ilustrovali, Ze nas solver skute¢né neni konkurenceschopny vici profesionalnimu softwaru
typu CPLEX, zméfme vypocetni Cas: funkce tic zapina stopky a funkce toc vypina stopky. Zadime-li

-
BaB.m: Problém batohu, doba feseni.

71 tic;
72 x = MyBaB(-c, c', 1000, [], []l, zeros(mn, 1), omes(n, 1));
73 toc;

obdrzime informaci typu
Elapsed time is 1.988427 seconds.

To je dosti $patny vysledek pro problém batohu s deseti proménnymi!

10.5 Vizualizace B&B stromu

Nyni funkci MyBaB rozsifime o dodatecné instrukee, které nakresli strom vétveni vypoctu ze strany 62.
Kofen stromu nakreslime jako bod v roviné se souradnicemi (x,y) = (0,0). K nému si také pfipojime
daj d = 1; daj d fekne, e synové maji byt nakresleni na soufadnicich (z — 4,y — 1) (levy syn)
a(r+ g, y — 1) (pravy syn). Sestoupime-li ve stromé o patro niZe, bude tfeba vzdalenost synd d zkratit
na polovinu (jak je patrné z obrazku ze strany 62).

Trojici udaji (x,y, d) budeme chapat jako dodate¢nou informaci o linedrnim programu v seznamu
£. Budeme tuto trojici uklidat jako sloupcovy vektor v pomocné matici Lpl (,,pl*“ znamend: ,data pro
plot®).

Funkci MyBaB rozsifime o dodate¢né instrukce, zbytek programu zistiva nezménén. Rikejme této
rozsifené verzi solveru MyBaBPlotTree. Zavolame-li jej opét na problém batohu obdrzime navic obrazek
podobného typu jako na strané 62.
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BaBPlot.m: Modifikace kroku 1.
3 function xopt = MyBaB(c, A, b, U, v, LB, UB)
4 [x0, ov, flag] = linprog(c, A, b, U, v, LB, UB);
5 if flag ~= 1
6 disp('infeasible!');
7 return;
8 end
9 LLB = LB;
10 LUB = UB;
11 Lx = x0;
12 Lov = ov;
13 Lpl = [0; 0; 11; % [novel
14 % koren vykreslime na souradnice
15 % (0,0) a vzdalenost jeho synu ma byt d = 1
f BaBPlot .m: Modifikace kroku 4.
28 % ze seznamu Lpl cteme rovinne souradnice...
29 % aktualniho vrcholu a hodnotu
30 px = Lpl(1, j); % [nove]
31 py = Lpl(2, j); % [novel]
32 pd = Lpl(3, j); % [novel
33 Lpl = Lpl(:, [1:(j - 1), (j + 1):nl); % [nove]
34 % aktualni vrchol vyradit ze seznamu Lpl
35 LLB = LLB(:, [1:(j - 1), (j + 1):nl);
36 LUB = LUB(:, [1:(j - 1), (j + 1):nl);
37 Lx = Lx(C:, [1:(j - 1), (j + 1):n]);
38 Lov = Lov([1:(j - 1), (j + 1):nl);
BaBPlot .m: Modifikace kroku 6.
47 UB1 = UBO;
48 UB1(i0) = floor(xstar(i0));
49 LB1 = LBO;
50 LB1(i0) = ceil(xstar(i0));
51 [x1, ovl, flagl] = linprog(c, A, b, U, v, LB1, UBO);
52 [x2, ov2, flag2] = linprog(c, A, b, U, v, LBO, UB1);
53 qg=q + 2;
54 plot ([px, px - pd / 21, [py, py - 11, % [novel
55 'p.-' , [px, px + pd / 2], % [novel
56 (py, py - 11, 'b.-"); % [novel
57 % k bodu se souradnicemi (x,y) vykreslime oba
58 % syny (x - d / 2, y - 1)
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if flagl ==
LLB = [LLB, LB1];
LUB = [LUB, UBO];
Lx = [ Lx, x1];
Lov = [Lov; ovl];
Lpl = [Lpl, [px - pd / 2; py - 1; pd / 211; % [novel

% vloz (x,y,d) pro (LP') do seznamu LP1,...
% vzdalenost synu se zmensi na polovinu
else % [novel
plot(px - pd / 2, py - 1, '.r'); % [novel
% je-1i (LP') nepripustny, vykresli vrchol cervene
end

73
74
75
76

if flag2 ==
LLB = [LLB, LBOJ;
LUB = [LUB, UB1];
Lx = [ Lx, x2];
Lov = [Lov; ov2];
Lpl = [Lpl, [px + pd / 2; py - 1; pd / 21]1; % [novel

% vloz (x,y,d) pro (LP'') do seznamu LP1,
% vzdalenost synu se zmensi na polovinu
else % [novel
plot(px + pd / 2, py - 1, '.r'); % [novel
% je-1i (LP'') nepripustny, vykresli
% vrchol cervene
end

91
92
93
94

= 10;
= random('unif', 0, 300, [n, 1]1);

MyBaBPlotTree(-c, c', 1000, [1, [], % [novel

zeros(n, 1), ones(n, 1)); % [novel
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Kapitola

Logisticka regrese

Jsme v pozici banky, za kterou prijde klient s pranim ptijcky. Zda klientovi penize pij¢ime, se rozhodneme
podle pravdépodobnosti jeho schopnosti pajcku vratit. Od klientd si vzdy zjistime jejich mési¢ni pfijem
a jejich majetek. Podle zkusSenosti s minulymi klienty banky pak budeme posuzovat nové klienty.

Kli¢ovd slova: regrese s bindrni vysvétlovanou proménnou, logistické rozdéleni, Logistickd regrese, metoda ma-
ximdlni vérobodnosti, nelinedrni programovdni.

11.1 Modelovani binarni vysvétlované proménné

K dispozici mame historii n klient?, ktefi si od nds v minulosti pajcili a u kterych zndme jejich pfijem
Z;,1, jejich majetek ;2 a zda nam pajcku vratili, ¢i ne. Uvazujeme, Ze kazdy klient si od nas ptjci
pravé jednou, a velikost pijcky nezohlednujeme. Proménnou predstavujici vysledek pajcky si oznacime
Y; a tato tzv. bindrni proménna nabyva hodnot

] jestlize i-ty klient pajcku v poradku splatil,
A ) jestlize i-ty klient nesplatil (tyv. default).

Nejdfive si nase data zobrazime. Na horizontalni osu si vyneseme pfijmy klientd a na vertikdlni osu jejich
majetky. Splacenou pljcku si oznacime modrym ¢tvereckem a nesplacenou cervenym trojuhelnikem.

Logit.m: Nacteni dat

3 clients = xlsread('BankClients.csv');

4 clients(:, 2) = clients(:, 2) / 10e3;

5 clients(:, 3) = clients(:, 3) / 10e4;

6 clBad=clients(clients(:, 1) == 0, 2:3);
7 clGood=clients(clients(:, 1) == 1, 2:3);

69
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Repayment of Loans
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Obrazek 11.1: Vysledky pajcek klientd.

Logit.m: Zobrazeni dat

9 figure;

10 hold on;

11 plot(clBad(:, 1), clBad(:, 2), '"r');

12 plot(clGood(:, 1), clGood(:, 2), 'sb');
13 title('Repayment of Loans');

14 xlabel('Income');

15 ylabel('Wealth');

16 11 = 'Not Repayed Loans';

17 12 = 'Repayed Loans';

18 legend (11, 12, 'Location', 'mnorthwest');

Budeme chtit vysvétlit zavislé proménné y; pomoci nezavislych proménnych ;1 a x;2 pro i =
1,...,n. Tento problém vsak nemtzeme fesit klasickou linearni regresi, protoze proménné y; nabyvaji
pouze hodnot 0 a 1. Pfedstavime si tedy ulohu regrese s binarni vysvétlovanou proménnou. Ozna¢me Y;
ndhodnou bindrni veli¢inu, u které pozorujeme hodnoty y;. Pravdépodobnostni model predpokladime
ve tvaru

P(Y; = 1|z, i) = F(ﬁl +zi152 + 961‘,253) proi=1,...,n (11.1)

nebo ekvivalentné
P(Y; =0Jx;1,2i2) =1 — F(ﬁl + 25182 + %’,253) proi=1,...,n, (11.2)

kde F je vhodna pravdépodobnostni distribu¢ni funkce. Nejcastéji se za tuto funkci voli distribu¢ni funkee
logistického nebo normalniho rozdéleni. Na levé strané vzorce (11.1) mame pravdépodobnost, ze nihodna
veli¢ina Y; nabyva hodnoty 1. Na pravé strané¢ pak mdme néjakou distribu¢ni funkci, ktera ma jako
parametr soucet konstanty (3 a vysvétlujicich proménnych prenasobenych koeficienty 32 a 83 podobné
jako v linearni regresi. U minulych plijcek je tato pravdépodobnost rovna 1 nebo 0, protoze uz vime, zda
ke splaceni doslo nebo ne. U budoucich ptjéek pak z tohoto modelu ziskame odhad pravdépodobnosti
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Obrézek 11.2: Distribu¢ni funkee (vlevo) a hustota (vpravo) logistického rozdéleni.

splaceni v intervalu (0, 1). Za funkci F' pouzijeme distribuci logistického rozdéleni, které si nejdfive
pfedstavime a pak si vykreslime grafy jeho distribu¢ni funkce a hustoty.

-
Logistické rozdéleni

Logistické rozdéleni je spojité pravdépodobnostni rozdéleni s distribu¢ni funkei
T— 1

—_ o - . (11.3)
1+ =8 45"

F(xz;p,0)

s parametry £ a 0. Logistické rozdéleni pfipomind normalni rozdéleni, ale ma t€isi chvosty.

Logit.m: Grafy distribu¢ni funkce a hustoty logistického rozdéleni

20 figure;
21 subplot (1, 2, 1);
22 xAxis = -10:0.1:10;

23 yAxis = cdf('Logistic', xAxis, 0, 1);

24 plot(xAxis, yAxis);

25 title('Distribution of Logistic Distribution');
26 xlabel('x');

27 ylabel ('F(x)');

28 subplot(1l, 2, 2);

29 xAxis = -10:0.1:10;

30 yAxis = pdf('Logistic', xAxis, 0, 1);

31 plot(xAxis, yAxis);

32 title('Density of Logistic Distribution');
33 xlabel('x');

34 ylabel('f(x)');

Vratime se zpét k nasemu problému a do modelu (11.1) dosadime logistickou distribu¢ni funkei.
Dostaneme tak model logistické regrese.
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Logisticka regrese

Logisticka regrese se zabyva odhadem pravdépodobnosti vyskytu néjakého jevu modelovaného jako
binarni ndhodna veli¢ina Y;, u které pozorujeme hodnotu y;, v zavislosti na k vysvétlujicich pro-

ménnych x; = (21, ..., ;). Pravdépodobnost, Ze jev nastane, se modeluje jako
1 :
P(}/;Z].la:z) = W—_m pro ZZ].,...,n, (114)
kde B = (1, ..., k)’ jsou nezndmé parametry. Podobny model lze poutit, i pokud je vysvétlovand

proménnd kategoridlni (mdZe nabyvat hodnot z kone¢né mnoziny) nebo ordindlni (mtZe nabyvat
hodnot z konecné usporadané mnoziny).
P i

Logit.m: Vypocet logistické funkce

36 function logistic = myLogistic(beta, X)
37 [n m] = size(X);

38 inside = [ones(n, 1) X] * beta;
39 logistic=1 ./ (1 + exp(-inside));
40 end

11.2  Odhady metodou maximalni vérohodnosti

Nyni se pokusime odhadnout koeficienty B8 = (31, 52, 83)". K jejich odhadu nepouzijeme metodu
nejmensich ¢tverch jako u linedrni regrese, ale metodu maximalni vérohodnosti, kterou si ted pfedsta-
vime.

: Metoda maximalni vérohodnosti )
Metoda maximalni vérohodnosti (anglicky maximum likelihood estimation) je univerzalni zptisob
odhadu parametrll. Pozorovand data y; uvazujeme jako nezavislé nihodné veli¢iny Y;. Predpokli-
dame, zZe znime tvar jejich rozdéleni, ale nezname néjaké jeho parametry 3. Nezndmé parametry
B odhadneme tak, ze budeme maximalizovat tzv. vérohodnostni funkci I(3). V pfipadé spojitych
veli¢in Y; s hustotami f;(y;) a sdruzenou hustotou f(y1, ..., ¥y,) méd vérohodnostni funkce tvar

UB) = f(y1s---»yn) = fr(y1) -+ fu(yn)- (11.5)

V ptipadé diskrétnich veli¢in Y}, ma vérohodnostni funkce tvar
l(ﬂ) = P(Yi =Y. Yo = yn) = P(Yi = yl) Cot P(Yn = yn). (11.6)

Casto se misto vérohodnostni funkce /(3) pouziva tzv. logaritmicka vérohodnostni funkce L(3) =
log 1(3), kterd nabyva maxima ve stejném bod¢ jako [(3) a v nékterych pfipadech se s ni lépe pocitd,
protoze logaritmus pievidi soudin na souéet. Body BMLE | ve kterych funkce I(8) nebo L(3)
nabyvd svého maxima, jsou odhady parametrd 3 metodou maximélni vérohodnosti. Tyto odhady

jsou po splnéni nékterych dalsich pfedpokladt konzistentni, eficientni a asymptoticky normalni.
" v

V nasem pripadé pozorujeme data y,, kterd uvazujeme jako nezavislé diskrétni ndhodné veli¢iny Y7,
s rozdélenim (11.4). Nezndmé parametry odhadneme 3 tak, Ze budeme maximalizovat logaritmickou
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vérohodnostni funkci, kterou si miizeme vyjadrit jako

L(B) = Zlog P(Y; = yilwin, wi2) = Z log P(Y; = Oz 1, z:2)+ Z log P(Y; = 1|z 1,2:2),
i=1 {i:y;=0} {ity;=1}
(11.7)
kde P(Y; = 1|x;1,xi2) mime definovanou ve vzorci (11.4) a P(Y; = O|z;1,22) = 1 — P(Y; =
1|x;1, ;,2). Maximalizaci funkce L(3) si jesté pfevedeme na minimalizaci funkce —L(3).

Logit.m: Zaporna vérohodnostni funkce

42 function negLik = myNegLik(beta)

43 bad = sum(log(l - myLogistic(beta, clBad)));
44 good = sum(log(myLogistic(beta, clGood)));
45 neglik = -bad - good;

46 end

11.3 Hledani optima nelinearni ucelové funkce

Mime jiz naprogramovanou funkci pro vypocet zaporné logaritmické vérohodnostni funkee, zbyva tedy
provést jeji minimalizaci. Funkce (11.7) zfejmé neni linedrni, musime tedy pfistoupit k tzv. nelinedrnimu
programovani. Pro nelinedrni optimalizaci bez omezejucich podminek nabizi MATLAB funkci fminunc.
Nelinedrni programovani budeme fesit pomoci numerického algoritmu, musime zvolit néjaké pocatecni
feSeni, napt. (1,1,1)". Algoritmus se pak pokusi iterativné toto pocite¢ni feseni zlepSovat. Nyni jiz
miizeme najit minimum zdporné logaritmické vérohodnostni funkce a tedy i odhady 8= (Bl, s, Bg)’ .

Funkce fminunc

Funkce fminunc hledd minimum funkce vice proménnych bez omezujicich podminek. Zapis x =
fminunc (@fun, x0) nam do proménné x ulozi optimalni feSeni. Argument fun predstavuje
funkei, kterou chceme minimalizovat. Pokud chceme pfedat jako argument funkci (doposud jsme
za argument méli pouze proménné, vektory nebo matice), pouzijeme symbol @ nisledovany ni-
zvem funkce. Pokud jsme si dfive nadefinovali napt. néjakou funkci myFun, jeji minimum najdeme
pomoci x = fminunc(@myFun, x0). Jednd se ovSem o numericky algoritmus, kterému jesté
musime dodat néjaky pocatecni bod x0, ze kterého pak mize hledat lokdlni minimum.

Logit.m: Minimalizace ziporné vérohodnostni funkce

48 init = [1 1 1];
49 betaHat = fminunc(@myNegLik, init)

Pro predstavu, s jakou funkci vlastné nelinedrni programovani pracuje, si vykreslime grafy zdporné
logaritmické vérohodnosti funkce. Grafy si vykreslime dva a oba budou vyjadrovat zavislost funkce —L(3)
na B a (3 pfi pevné zvoleném By = BMLE V prvnim grafu vizualizujeme hodnotu téelové funkce
—L(B) v prostoru parametri 2 a 3. tento graf bude trojrozmérny, kde na ose x bude koeficient 32,
na ose y koeficient 3 a na ose z hodnota Gcelové funkce —L(3). Druhy graf pak bude dvojrozmérny
se stejnymi osami x a y. Uéelovou funkci —L(/3) zde pak zobrazime pomoci jejich izokvant (vrstevnic),
tedy kfivek, jejichz vsechny body maji stejnou hodnotu.
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Obrizek 11.3: Zaporn vérohodnostni funkce pfi pevném 1 = f3;.
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Logit.m: Grafy vérohodnostni funkce

[b1Grid, b2Grid] = meshgrid(0:0.05:1, 0:0.05:1); 7 mrizka
[m n] = size(blGrid);

for i = 1:m % iterativni vypocet hodnot na mrizce
for j = 1:n
curBeta = [betaHat (1) blGrid(i, j) b2Grid(i, j)J1;

val(i, j) = myNegLik(curBeta);
end

end
figure;
subplot (1, 2, 1);
mesh (b1Grid, b2Grid, val); % vykresleni 3d plochy
title('Negative Likelihood Function');
xlabel('X_1"');
ylabel ('X_2');
zlabel ('Negative Likelihood Function');
subplot (1, 2, 2);
hold on;
contour (b1Grid, b2Grid, wval, 80); 7% graf vrstevnic
plot (betaHat (2), betaHat(3), '.k');
title('Contour Lines of Negative Likelihood Fun.');
xlabel ('X_1');
ylabel ('X_2');
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11.4 Predpovéd v modelu

Pokud k ndm do banky dorazi novy klient s mési¢nim prijmem a majetkem napt. * = (5, 10)’, mlzeme
jednoduse odhadnout pravdépodobnost, ze pjcku splati, jako
1

PY*=1)= — - (11.8)
1 4+ e~ (Bi+P2zi+P33)

Logit.m: Pfedpovéd nového klienta

74 newCl = [5 10];
75 newClProb = myLogistic(betaHat, newCl)

Dale si vykreslime graf zavislosti splaceni pajcky na tzv. skore

Si=f + le‘i,l + 33%',2 (11.9)

pro minulé klienty, prolozime ho odhadnutou logistickou kfivkou a jest¢ zakreslime pravdépodobnost
splaceni nového klienta. Nejdfive vykreslime logistickou kfivku, kterou interpretujeme jako pravdépo-
dobnost splaceni pro dané skore. Dile vykreslime binarni proménnou, zda minuli klienti pajcku splatili
(hodnota 1) ¢i nesplatili (hodnota 0), v zavislosti na jejich skore. Nakonec Vykreshrne pravdepodobnost
splaceni nageho nového klienta (bod na logistické kfivce) pro jeho skére S; = 1 + 502 + 103s.

s

Logit.m: Graf splaceni pujcky.

77 figure;
78 hold on;
79 s = -4:0.1:4;

80 plot(s, 1./ (1 + exp(-s)), 'r', 'LineWidth', 2);
81 s = betaHat (1) + clients(:, 2:3) * betaHat(2:3)';
82 plot(s, clients(:, 1), '.k', 'MarkerSize', 15);
83 s = betaHat(l) + newCl(l, 1:2) * betaHat(2:3)';
84 plot(s, newClProb, 'ok', 'MarkerSize', 10');

85 title('Clients with Fitted Logistic Distribution');
86 xlabel('S');

87 ylabel('Probability');

88 11 = 'Logistic Fun.';

89 12 'Historical Clients'

90 13 'New Client';

91 legend(1l1, 12, 13, 'Location', 'morthwest');

11.5 Jednoducha klasifikace podle pravdépodobnosti

Stejné jako v grafu 11.1 si opét zobrazime vysledky pujcek klientd v prostoru x; 1 a ;2. Do grafu si
ale jesté zakreslime nékolik izokvant pravdépodobnosti splaceni, tedy kfivek, jejichz vSechny body maji
stejnou pravdépodobnost splaceni. Izokvanty si nechime vykreslit dvé, coz ndm prostor rozdéli na 3 ¢asti.
Izokvanty vybereme rovnomérné, coz znamend, ze interval pravdépodobnosti (0, 1) se rozdéli na intervaly
(0,3], (3,2] a (3,1). Dostaneme tak tfi tridy, které si postupné oznacime jako ratingy C, B a A, do
kterych muzeme klienty zaradit.
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Clients with Fitted Logistic Distribution
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Obrizek 11.4: Zavislost splaceni ptjcky na statistice ;.

93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113

Logit.m: Graf klasifikace klientt.

figure;

hold on;

plot(clBad(:, 1), clBad(:, 2), '"r');
plot (clGood(:, 1), clGood(:, 2), 'sb');
plot (newC1l(1, 1), newCl(:, 2), 'ok');
title('Classification of Clients');
xlabel ('Income');

ylabel ('Wealth');

11 = 'Not Repayed Loans';
12 = 'Repayed Loans';
13 = 'New Loan';

legend (11, 12, 13, 'Location', 'morthwest');
[x1Grid, x2Grid] = meshgrid(0:0.1:12, 0:0.1:12);
[m n] = size(x1Grid);
for i 1:m
for j = 1:n
curX = [x1Grid(i, j) x2Grid(i, j)I;
prob(i, j) = myLogistic(betaHat, curX);
end
end
contour (x1Grid, x2Grid, prob, 2);

Podle roztfidéni klientd do jednotlivych rating pak mize banka zavést napf. nasledujici zplsob

rozhodovani. Klientim s ratingem A banka pjci za normalnich podminek, klientim s ratingem B pijci
s vyssim urokem a klientim s ratingem C banka kvili velké pravdépodobnosti nesplaceni neptjci viibec.
Vidime, Ze nas hypoteticky klient 2* (oznaceny kolec¢kem v grafu 11.5) by dostal rating A a banka by mu
tak puajcila penize za normalnich podminek.
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Classification of Clients
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Obrizek 11.5: Vysledky pajcek klientl s izokvantami pravdépodobnosti splaceni.
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Kapitola

Support Vector Machines (SVM)

Predstavime si metodu Support Vector Machines, kterd se pouziva pro oddéleni mnozin. Ukézeme si
jesté jeji modifikaci, kterd vynechd nékolik odlehlych pozoroviani.

Kli¢ovad slova: Support Vector Machines, separace mnozin, odlebld pozorovdni, linedrni programovdni.

12.1 Separace mnozin

Geometricky se podstata metody SVM da vystihnout tak, zZe jsou diny dvé mnoziny bodt vIR" a cilem je
najit nadrovinu, ktera je ,dobfe* oddéluje (tzv. separdtor), anebo konstatovat, ze je oddélit nelze. V praxi
se metoda casto uziva v data miningu, a to v situacich, které jsou analogické kapitole 11 — pfipomenme,
ze tam jsme konstruovali logisticky scoringovy model pro klienty bank. Tuto aplikaci pouzijeme jako
zakladni pfiklad i zde. Sestrojime jednoduchy SVM-klasifikator klientd; lze Fici, Ze SVM-klasifikace je
alternativni metodou ke scoringu zalozeném na statistickych metodach.

Méjme diny dvé mnoziny klientd bank, fikejme jim dobfi a spatni (napf. na zdkladé minulé zku-
senosti, zdali radné splaceli uvéry). Klient je charakterizovin dvojici udaji (z,y); feknéme, ze jde vysi
majektu (x) a pravidelnou mési¢ni mzdu (y). (V praktickych aplikacich byvaji takovych udajb, tzv. arri-
butii, desitky ¢i stovky; zde volime jen dva, aby bylo snadné kreslit obrazky.) Méjme n dobrych a m
spatnych klientd; jejich data usporadejme do vektort

dobfi klienti: = = (z1,...,7,), Yy = (y1,---,yn),

$patni klienti: @ = (Z1,...,2Zm), U= U1,---,Um)"-
Najit separator dobrych a $patnych klientd obnasi najit koeficienty 01, 2 pfimky
y =01+ O
takové, ze
y; > 01+ 0y (Vi=1,...,n); y; <01+6x; (Vi=1,...,m). (12.1)

Znalost separitoru pak umoziuje klasifikovat nové klienty: ptijde-li novy klient s majetkem 2% a mzdou
%, SVM-Kklasifikator jej prohlisi za dobrého, jestlize y° > 61 + 022°; a prohlisi jej za spatného, jestlize

78



KAPITOLA 12. SUPPORT VECTOR MACHINES (SVM) 79

Y0 < 61 + 022, (Pripad y° = 61 + 0220, ktery teoreticky rovnéz miize nastat, miizeme napfiklad
ztotoznit s odpovédi ,,nevim*).
12.2 Formulace pomoci linearniho programovani

Podminky (12.1) jsou linedrni v 1, 02, a tak se 01, f snadno najdou pomoci lineirniho programovéni.
Bude vyhodné zvolit obecnéjsi tvar: predpoklidejme, Ze jsou namisto vektorlt @, & diny matice X €
R™ P a X € R™*P a namisto (12.1) piSme

y> X0, §<Xo, (12.2)

kde 8 € RR? je vektor parametrd. Zvolime-li nyni

1 T 1 %1
1 X9 —~ 1 52

p=2 X=1. .1, X=1|. .1, (12.3)
1 Tn 1 %m

1z 22 1 7 22
1 T2 J}2 —_— 1 .%2 f2

p=3 Xx=|. " M. x=|. " |, (12.4)
1z, 22 1 Ty 72,

vyfeSenim systému (12.2) ziskdme vektor @ = (61,02, 03)" takovy, Ze dobré a Spatné klienty oddéluje
parabola
y = 01 + box + 0322,

SVM-klasifikitor pak nového klienta (z°,9°) klasifikuje podle nerovnosti y° < 7 + 0220 + 03(z%)2.
Obecné mize byt separdtort (tj. vektort 6) splriujicich (12.2) mnoho, nebo také nemusi existovat
zadny.

12.3 Pripad, kdy je separatora mnoho

V takovém pfipadé byva cilem najit separator nikoliv coby pfimku, ale coby pds co nejvétsi sirky oddélujici
body (i, ;) od bodd (Z;,7;). Sitku pasu oznaéme 6. Vyjdeme-1i z (12.1), cilem je pak najit co nejvétsi
0 takové, ze

Yyi>0+01+bx; (Vi=1,...,n); y; <—=0+01+6bz; (Vj=1,...,m).
Utzijeme-li maticovou notaci z (12.2), cilem je najit co nejvétsi 6 takové, ze
y>de+ X0, §<-be+ X0, (12.5)

kde e je vektor samych jedni¢ek pfislusného rozméru. Situaci ilustruje ndsledujici obrazek, kde dobfi
klienti (2, ;)i=1,..n jsou zobrazeni jako zelené body v roviné a $patni klienti (Z;,¥;)j=1,. m jsou
zobrazeni jako cervené body v rovine.

Vzhledem k (12.5) mlzeme okamzité psat linedrni program vhodny pro solver linprog:

() (00 D) o

2]
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Yy dobrii klienti
[ ] [ ]

Spatni klienti ¢ S

Obrazek 12.1: Oddéleni klientt.

Nyni mzeme volat
xi = linprog([-1; zeros(p,1)], [ones(n+m,1), [X; -Xtildell, [y; -ytildel),

kde data $patnych klientl (X, ) jsme oznadili jako (Xtilde, ytilde). Vysledkem je optimalni vek-
tor xi; jeho prvni slozka xi(1) je optimadlni sife oddélujiciho pasu § a theta = xi(2:p+1) je na-
lezeny separator 8, pfi némz je sife oddélujiciho pasu nejvétsi. Solver pro SVM je velice jednoduchy
a nepotiebuje dalsi komentar:

SVM.m: Solver SVM

3 function [delta, thetal] = SolveSVM(X, y, Xtilde, ytilde)
4 [n, p]l = size(X);

5 [m, pl size (Xtilde);

6

7

8

xi = linprog([-1; zeros(p, 1)], [ones(n + m, 1),
[X; -Xtilde]l, [y; -ytildel);
delta = xi(1);
9 theta = xi(2:(p + 1));
10 end

Mizeme zkusit testovat solver So1veSVM na simulovanych datech a nakreslit si obrézek. Reknéme, 7e
nahodné vygenerujeme n = 20 dobrych klientd (z;,y;) a m = 20 Spatnych klientd (Z;, y;) naptiklad
pomoci

z; ~ N(10,3%), wyi~N(10,1), Z; ~N(5,2%), 7~ N(51). (12.7)

Napisme skript, ktery s vyuzitim jiz hotové funkce SolveSVM najde a vykresli separdtor ve tvaru pfimky
a paraboly (dobfi klienti jako zelené body, $patni jako Cervené body):
Nejprve vygenerujeme nahodnd data podle (12.7):
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Obrizek 12.2: Separitor ve tvaru primky (vlevo) a paraboly (vpravo).

SVM.m: Generovani dat

12 n = 20;
13 m = 20;
14 x = random('mnorm', 10, 3, [n, 11);
15 y = random('norm', 10, 1, [n, 11);

16 xtilde = random('morm', 5, 2, [m, 1]1);
17 ytilde = random('morm', 5, 1, [m, 1]);

Vytvofime obrizek; do levé casti budeme kreslit linearni separator. Zacneme tim, Ze vykreslime

vygenerované datové body.

SVM.m: Vykresleni dat.

19 figure;

20 subplot (1, 2, 1);

21 hold on;

22 plot(x, y, 'og', xtilde, ytilde, 'or');
23 subplot (1, 2, 2);

24 hold on;

25 plot(x, y, 'og', xtilde, ytilde, 'or');

Vytvofime matice X a X = Xtilde podle (12.3) a volime SolveSVM. A konené zbyva vykreslit
trojici pfimek — silnéji vlastni separtor y = 61 + 022 a Carkované kraje oddélujiciho pasu y = 6; +

QQLE + 4.
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SVM.m: Vykresleni lineirniho separatoru.

27 X = [omes(n, 1), x];

28 Xtilde = [ones(m, 1), xtildel;

29 [delta, thetal = SolveSVM(X, y, Xtilde, ytilde);

30 t = [0:0.1:20];

31 plot(t, theta(l) + theta(2) * t, 'b', 'LineWidth',6 2);
32 plot(t, theta(l) + theta(2) * t - delta, 'b--');

33 plot(t, theta(l) + theta(2) * t + delta, 'b--');

Nyni cely postup zopakujeme (uz bez komentart); do pravého obrazku vykreslime kvadraticky sepa-

ritor. UZijeme proto matice X, X ve tvaru (12.4).

s

SVM.m: Vykresleni kvadratického separitoru.

35 X = [ones(n, 1), x, x."2];

36 Xtilde = [ones(m, 1), xtilde, xtilde. 2];

37 [delta, theta] = SolveSVMx(X, y, Xtilde, ytilde);
38 t = [0:0.1:20];

39 plot(t, theta(l) + theta(2) * t + theta(3) *

40 t.”2, 'b', 'LineWidth', 2);

41 plot(t, theta(l) + theta(2) * t + theta(3) x*

42 t.”2 - delta, 'b--');

43 plot(t, theta(l) + theta(2) * t + theta(3) x*

44 t.”2 + delta, 'b--');

12.4 Pripad, kdy separator neexistuje

Samoziejmé se mize stit, Ze body oddélit nejde; dobfi a $patni klienti mohou byt ,,promichani®. To
ovsem snadno poznime; optimalni hodnota ¢ linedrniho programu (12.6) je pak zipornd. Potom dolni
a horni mez oddélujiciho pasu jen vymeéni své role a vysledkem optimalizace bude co nejuzsi pds obsabujici
oba typy klientii; mimo pas uz je separace jednoznacna. Klasifikdtor pak typicky nové pfichoziho klienta
spadajiciho do oddeélujiciho pasu oznali odpovédi ,,nevim®. Situace pak muze vypadat jako na obrazku
12.3.

12.5 Ocisténi o odlehlé body

V praxi se Casto pripousti, ze nékterd data mohou byt v jistém smyslu netypickd, nereprezentativni,

extrémni, ¢i dokonce chybna; fikava se jim odleblé body ¢i outliers. Takové body mohou zpiisobit, ze model

ma slabou klasifika¢ni schopnost; optimalni hodnota ¢ linedrniho programu (12.6) je hodné zipornd a pas

odpovedi ,,nevim“ je hodné Siroky. Byva proto povoleno z datového souboru nékolik bodd vynechat;

cilem je vynechat pravé ony odlehlé body (pokud v datech existuji), které zplisobuiji $patnou oddélitelnost.
Jak takové body najit? Pfimo se nabizi intuitivné zfejmd Gvaha. S ohledem na (12.6) polozme

N=n+m

(X [y
o-(%). o= (). s
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Obrazek 12.3: Oddéleni klientd, kde separujici pas obsahuje dobré i $patné klienty, tzb. pas ,,nevim*.

Necht matice U* vznikne z matice U vypusténim k-tého tadku, kde k& € {1,..., N}. Analogicky,

vektor v¥ necht vznikne z vektoru v vypusténim k-té slozky. Vyfesime nyni lineirni programy
(LPl), ey (LPN) tvaru

0 o
(LPy) 1?61;1 (—1 01><p> <0> s.t. (e(N,l)Xl Uk) (0> < oF. (12.9)
6
Jsou-li
5% (12.10)

jejich optimdlni site délici past, vybereme ten index ig, pro néjz je 67 nejvétsi. Tim jsme vlastné zjistili, ze
vypusténim %g-tého bodu dosihneme nejlepsi separace. Mdme-li povoleno vypoustét vice bod, feknéme
r, pak celou proceduru r-krat opakujeme.

Reknéme, 7e mame povoleno vypustit 7 = 9 bodii (¢islo 9 volime jen proto, abychom mohli vypous-
téni bod po bodu kreslit do obrazku 3 x 3; samoziejmé by bylo také mozné skript animovat). Nakreslime
nasledujici obrazek:

V prvnim obrézku je vysledek separace po vyfazeni prvniho bodu (oznacen ¢ernou hvézdickou); ¢islo
nad obrazkem je $ife pasu . Ve druhém obrazku jsou vypustény dva body (oznaceny Cerné), a tak dale;
v poslednim obrazku je vypusténo devét bodl a Sife oddélujiciho pasu (byt stile ziporna) je velmi blizko
nuly. Body jsme generovali (jako piiklad) pro n = 30 am = 30 s z; ~ N(10,3%), y; ~ N(8,1),
T; ~ N(7,2%) ay; ~ N(7,2%).
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-1.62919 -1.37254 —-1.14554

Obrizek 12.4: Postupné vypousténi bodd.

12 n = 30;

13 m 30;

14 N =n + m;

15 bie random('norm', 10, 3, [n 1]);
16 y random('norm', 8, 1, [n 1]);
17 xtilde = random('morm', 7, 2, [m 1]);
18 ytilde = random('morm', 7, 2, [m 1]);
20 X = [ones(n, 1), x];

21 Xtilde = [ones(n, 1), xtildel;

22 U = [X; -Xtildel;
23 v [y; -ytildel;
24 % ulozime si souradnice bodu pro pozdejsi vizualizaci

25 xp = [x; xtildel;
26 yp = [y; ytildel;
27 r = 9; % pocet povolenych bodu k vypusteni
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29 figure;

30 for 1 = 1:r % devet obrazku s vykreslenim dat

31 subplot (3, 3, 1);

32 hold on;

33 plot(x, y, 'og', xtilde, ytilde, 'or');

34 axis ([0 20 4 15]) J na kazdem obrazku stejne meritko
35 end

37 for i = 1:r
38 delta = []; % zde si ukladame hodnoty delta

39 Thetas [1; % zde si ukladame jim odpovidajici...
40 % vektory theta

42 for k = 1:N

43 Uk = UC[1:(k - 1), (k + 1):N], :); % vypoustime

44 % k-ty bod

45 vk = v([1:(k - 1), (k + 1):N1); % vypoustime k-ty bod
46 xi = linprog([-1; zeros(2, 1)],

47 [ones(N-1, 1), Uk], vk);

48 delta(k) = xi(1); % ulozime optimalni delta

49 Thetas(:, k) = xi(2:3); % ulozime i nalezeny separator
50 end

51 [deltaopt, j]l = max(delta); % j = index, kde je delta...
52 % nejvyssi, tento bod budeme vypoustet z datasetu

53 theta = Thetas(:, j); % theta = separator

54 % odpovidajici delta(j)

56 subplot (3, 3, i);
57 hold on;

58 t = [0:0.1:20];
59 plot(t, theta(l)
60 plot (t, theta(1l)
61 plot(t, theta(1)
62 title(deltaopt);

+

theta(2) * t, 'b', 'LineWidth', 2);
theta(2) * t - deltaopt, 'b--');
theta(2) * t + deltaopt, 'b--');
» hodnotu delta vypiseme nad obrazek

+ o+

==
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OutlierSVM.m: Vizualizace oznaceni vypusténého bodu.

64 for 1 = i:r Y cernou hvezdickou vyznacime vypusteny bod
65 subplot (3, 3, 1);

66 plot(xp(j), yp(j), '*k', 'MarkerSize', 6); % v xp,yp
67 % mame ulozeny souradnice bodu

68 end

OutlierSVM.m: Vypustény bod vymazeme z datasetu.

70 U=0UC[1:(j - 1), (j + 1):NI, :);

71 v =v([1:(j - 1, (J + 1):N]);

72 xp = xp([1:(j - 1), (jJ + 1):N], :);

73 yp = yp([1:(j - 1), (j + 1):N1);

74 N =N - 1; % velikost datasetu se zmensila o jednicku
75 end % konec hlavniho for-cyklu

Poznamka

Ulohu vypustit 7 bodii tak, aby $itka pasu § byla co nejvétsi, lze také psit jako smiseny linedrni
program

max o
J0€R
0cR?
we{0,1}"
ze{0,1}™
s.t. Yy +Mw; >6+601+0x; Vi=1,...n,
) (12.11)
gj—sz§—5+91+02bEj Vi=1,...n,
M

ew+ez= r,
N e’
€3]

kde M je pevné zvolené velké ¢islo. Nula-jednickové proménné w, z jsou indikatory bodd, které
jsou vypustény. Omezeni () fikd, Ze jich musi byt pravé r. Je-li w; = 1, pak i-té omezeni v (%) je
jisté splnéno (leva strana je jisté vétsi nez prava, je-li M dostatecné velké, bez ohledu na hodnoty
Zi, ¥i), a tedy model se chova, jako by i-ty bod mezi dobrymi klienty nebyl v datech pfitomen.
Analogicky je vyznam aditivniho ¢lenu —Mz; v (). Ziejmé je (12.11) smiSeny linedrni program,
nékteré proménné jsou totiz diskrétni. Nelze jej tudiz fesit pomoci solveru 1inprog. Jak lze takové
problémy resit, jsme ukazali v kapitole 10.
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Kapitola

Model dravec-korist

V této kapitole se budeme zabyvat rovnicemi dravce-kofisti znamymi také jako Lotkovy-Volterrovy rov-
nice, které modeluji velikost populace dravct a populace kofisti.

Kli¢ovd slova: model dravec-kotist, rovnice Lotka—Volterra, Goodwiniiv model.

13.1 Motivace a popis modelu

Nejdfive si predstavime ekonomickou ulohu, ktera na tento model povede. Budeme zkoumat souvislost
mezi mzdami a zaméstnanosti. Pfi vysoké zaméstnanosti roste vyjednavaci pozice pracovnikd, tim se zvy-
$uji jejich mzdy a snizuje se zisk spolecnosti. Jak zisk klesa, spole¢nost najimd méné pracovnikd a vzroste
nezaméstnanost, coz vede ke zvyseni zisku. S vys$im ziskem pak spole¢nost najima vice pracovniki a opét
roste zaméstnanost. Pozorujeme tedy cyklické chovani mezi vysi mezd pracovnikd a zaméstnanosti. Toto
dynamické chovini lze zachytit modelem dravec-kofist.

38
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Model dravec-korist

Model dravec-kofist je dvojice diferencialnich rovnic pfedstavujicich vyvoj dvou populaci. Zakladni
ideu modelu dravec-kofist mizeme ilustrovat na populaci kraliki (kofisti) a lisek (dravci). Budeme
uvazovat nasledujici pfedpoklady:

* Populace krilikii se zvysuje proporcné ke svoji velikosti.

* Kralici neumiraji pfirozenou cestou, umiraji pouze, kdyz je lisky zabiji. Jejich populace se
snizuje proporcné ke své velikosti a velikosti populace lisek.

* Populace lisek se zvysuje proporéné ke svoji velikosti a velikosti populace kralikd.
* Lisky umiraji prirozenou smrti. Jejich populace se snizuje propor¢né ke své velikosti.

Tyto ptedpoklady ovliviiujici vyvoj populaci kralikd a lisek Ize vyjadfit rovnicemi

dfifft) = az(t) — Bz(t)y(t), (13.1)
dy(t) |

= = ox()y(t) — (D),

kde
* z(t) je velikost populace kralikd v case ¢,
* y(t) je velikost populace lisek v case ¢,
da(t)

~i~ je tempo riistu populace kraliki,

c dgl—sft) je tempo rastu populace lisek,

* « je parametr prirozené¢ho prirastku kralikd,

* (3 je parametr umrti kralikd zptisobeného liskami,

* 7 je parametr pfirozené¢ho umrti lisek,

* § je parametr prirtstki lisek lovenim krélik?,

* z9 = 2(0) je dand pocatecni velikost populace kraliki a
* yo = y(0) je dand pocateéni velikost populace lisek.

Velikosti populaci () a y(t) jsou funkee casu. Koeficienty «, 3, v a & a pocitecni velikosti populace
xo ayo jsou parametry modelu. Je-li v lese velké mnozstvi kralikd, vzroste i pocet lisek, které kraliky
za¢nou lovit. Tim se zmensi populace kralikd, liskim dojde zdroj potravy a jejich populace se zacne
snizovat. Pfi malém poctu lisek pak za¢ne rast populace kraliki a dochazi opét k cyklickému chovani

velikosti obou populaci.
" _J

Jak jsme jiz zminili v uvodu, dynamicky model dravce-kofisti mizeme vyuzit i v ekonomii. Uloha
popisujici dynamicky vztah vysi mezd a zaméstnanosti vychazejici z modelu dravce-kofisti se nazyva
Goodwiniiv model. Zde mame vysi mezd v roli lisek (dravch) a zaméstnanost v roli kralikd (kofisti).
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13.2 Diskretizace diferencialniho modelu

Nyni se podivame, jak tento cyklicky vyvoj velikosti populace kralika a lisek bude vypadat. Nejdfive si
zvolime néjaké parametry «, 3, v a 0 charakterizujici pfirGstky a ubytky a dale stanovime pocatecni
velikosti populace kralikd g a velikost populace lisek yo.

PredatorPrey.m: Parametry a po¢ate¢ni stavy

-

alpha =
beta =
gamma =
delta =
x01d =
y01ld =

O N O\ WU W W
O OB B 1 -
© ©

-

Budeme pouzivat numerické vypocty, protoze rovnice (13.1) nemaji feseni jako elementirni funkee.
Spojity model nejdrive pfevedeme na model diskrétni. Vyvoj velikosti populace tedy budeme sledovat
v diskrétnich casech od 0 do 30 s krokem 0.001. Budeme tedy mit 30 000 ¢asovych bodu.

PredatorPrey.m: Casové body

10 tMin = 0;
11 tMax = 30;
12 tChange = 0.001;

Protoze uvazujeme diskrétni ¢as, musime zdiskretizovat model (13.1). Tedy z diferencidlnich rovnic
udélame rovnice diferencni

Lt — Ti—A
A Qxt—A = PTi_AY-A,
(13.2)

Yt — Yt—A 5

T = 0Tt—AYt—A — VYt—A,
kde x; je velikost populace kralikd v ¢ase ¢, y; je velikost populace lisek v ¢ase t a A je délka jednoho
casového skoku, v nasem pripadé tedy 0.001. Pro kazdy casovy bod ¢ = 0.001,0.002, ..., 30 mazeme
rekurentné spocitat velikost nové populace z; a y; pomoci velikosti téchto populaci ;A a y;—a z pred-
choziho ¢asového bodu. Velikosti novych populaci jsou dany

Ty =T A+ A<Oé$th - 533th3/th>»
(13.3)

Yt = Yr—A + A(dwt—Ayt—A - ’Yyt—A)-

Vykreslime dva grafy. V prvnim si ukdzeme zménu velikosti populace kralikd a lisek. Na horizontalni
osu budeme vynaset pocty kralika a na vertikdlni osu pocty lisek. V dal$im grafu si pak zobrazime vyvoj
populace kralikt a lisek v ¢ase. Na horizontalni osu budeme vynaset ¢as a na vertikdlni osu pocty kralik
i lisek. Nejdfive si oznacime osy grafu pomoci nasledujiciho skriptu.
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PredatorPrey.m: Pfiprava grafu

14 figure;
15 subplot (1, 2, 1);
16 hold on;

17 axis ([0 2 0 2]);

18 title('Change in Predator and Prey Population');
19 xlabel('Prey Population');

20 ylabel('Predator Population');

21 subplot (1, 2, 2);

22 hold on;

23 axis([tMin tMax 0 2]);

24 title('Size of Predator and Prey Population');
25 xlabel('Time');

26 ylabel('Size of Population');

Ted jiz mzeme pfistoupit k samotnému vypoctu vyvoje populaci. Budeme postupovat iteracné. Poca-
tecni velikosti populaci v ¢ase 0 mame zadané a v kazdém dals$im ¢asovém okamziku ¢ vypocteme velikosti
populace z predchoziho ¢asu t—A pomoci rovnic (13.3). Oba grafy si budeme chtit vykreslit jako animaci,
v kazdé iteraci tedy zavolime pfikaz plot. Abychom ale MATLAB nezahlcovali (poc¢itime 30 000 ite-
raci), budeme vykreslovat pouze kazdy sty bod. Celkem tedy vykreslime pouze 300 bodi. Toho docilime
pomoci modula déleni (zbytek po celo¢iselném déleni, napt. 7 mod 3 = 1), kdy budeme kontrolovat, zda
aktualni ¢as vyndsobeny 10 je celé ¢islo. Podminkou projdou tedy pouze ¢asy t = 0,0.1,0.2, ..., 30. Pro
efekt animace si na konci kazdé iterace program na zlomek vtefiny zastavime. V obou grafech miZeme

pozorovat cyklické chovani vyvoje populace kraliki a lisek.

PredatorPrey.m: Prubéh velikosti populaci

28 for t = tMin:tChange:tMax
29 xNew = x01d + tChange *

30 (alpha * x01d - beta * x01d * y01d);
31 yNew = y0ld + tChange *
32 (delta * x01d * y0ld - gamma * y0ld);

33 x01d = xNew;
34 y0ld = yNew;

35 if mod(10 * t, 1) == 0

36 subplot (1, 2, 1);

37 plot (xNew, yNew, '.m', 'MarkerSize', 10);

38 subplot (1, 2, 2);

39 plot(t, xNew, '.b', 'MarkerSize', 10);

40 plot(t, yNew, '.r', 'MarkerSize',6 10);

41 legend ('Prey Population', 'Predator Population');
42 pause (0.01);

43 end

44 end
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Obrizek 13.1: Vyvoj populace v ¢ase s parametry o = 1, 3

MODEL DRAVEC-KORIST
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Obrizek 13.2: Chybné grafy vyvoje populace v case. Chyba je zplsobena diskretizaci s prilis velkym

krokem.

Poznamka

Je tfeba mit stile na paméti, Ze tento nas diskrétni postup je pouze aproximace spojitého vyvoje
populaci modelu (13.1). Pokud bychom zvolili pfili§ velky krok mezi diskrétnimi ¢asovymi body,
aproximace by mohla byt znacné nepresnd. V rekurentnich rovnicich mize mit totiz i relativné mala
chyba velky dopad. To je casto zplisobeno opakovinim iteraci, kdy se chyba kumuluje a postupné
zvétsuje. Jak podobna chyba mize vypadat je ilustrovino na obrazku 13.2, kde jsme za krok zvolili

hodnotu 0.1.

13.3 Rovnovazny stav

Dale si vykreslime tyto grafy pro nékteré specidlni pfipady parametrt a pocatecnich stavi. Nejdrive se
pokusime urcit, zda v modelu existuje néjaky rovnovaziny stav, tedy Ze obé populace budou mit nulovy
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Change in Predator and Prey Population Size of Predator and Prey Population
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Obrizek 13.3: Vyvoj populace v ¢ase s parametry « = 1, f = 1,y = 1ad = 2 a s polateCnimi
velikostmi populace g = 0.5ayg = 1.

pfirtstek. Rovnovaznému stavu odpovidaji rovnice

ar — Pxy = 0,
oy (13.4)
oxy — vy =0,
které maji dvé moznd feseni
z=0 a y=0 nebo x:% a y:%. (13.5)

V prvnim feSeni nemame zadné kraliky ani zadné lisky, obé populace tedy nemohou rust a jejich velikost
zistane na 0. V druhém fedeni za pocdtecni stavy populaci zvolime velikosti zg = F a yo = 5 am
nasledujicim obrazku pak uvidime, ze velikosti populaci skute¢né ziistanou v ¢ase konstantni.

13.4 Chovani pri extrémnich hodnotach parametru

Dile se podivime na situaci, kdy nebudeme mit zadné lisky, tedy yo = 0. V tomto pfipadé¢ nebudou

kralici nijak vymirat a jejich populace bude exponencidlné rist rychlosti urenou parametrem cv.
Podobné mizeme zkoumat situaci, kdy nebudeme mit zadné kraliky, tedy ¢ = 0. Ted nebudou mit

lisky, jak se rozmnozit a jejich populace bude exponencidlné klesat rychlosti uréenou parametrem .

Poznamka

V obou predchozich pripadech je numericka simulace vlastné zbytec¢nd. V pripadé yo = 0 se prvni

rovnice (13.1) zjednodusi na tvar dfi(tt) = au(t), kterd m4 fedeni z(t) = zoe™. V ptipadé zg = 0
se druhd rovnice (13.1) zjednodusi na tvar d%—g) = —vy(t), ktera ma feseni y(t) = yoe .

Simulace jen potvrdila to, co snadno obdrzime analyticky.

Nyni budeme mit v pocatecni populaci kraliky i lisky a nastavime parametry tak, aby lisky ze za¢atku
snédly velké mnozstvi kralikl. Z pocatku nasledujiciho grafu se muze zdat, ze lisky populaci kralikd
vyhladily aplné, ale neni tomu tak. Protoze uvazujeme velikosti populace jako spojité veliciny, pocet
kralika se pouze pfiblizil k 0. Jakkoliv mald populace kralikdi se ovSéem mize opét rozmnozit do velkych
disel (to plati i pro lisky v podobné situaci).
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Change in Predator and Prey Population Size of Predator and Prey Population
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Obrizek 13.4: Vyvoj populace v case s parametry o = 0.1, § =

=1,v=1ad = 1as pocitecnimi
velikostmi populace g = 0.2 a yg = 0.
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Obrizek 13.5: Vyvoj populace v case s parametry « = 1, 8 = 1,7 = 042 = 1 a s pocateCnimi
velikostmi populace g = 0ayg = 1.8.

Poznamka

Pokud bychom uvazovali diskrétni hodnoty velikosti populace (tedy pouze celé kriliky a lisky), mize

se pak jedna z populaci dostat na 0, coz bude mit za ndsledek, ze ¢asem vymfe i druha populace.
-

Poznamka

Pro ilustraci diskrétniho ¢asu jsme si grafy vykreslovali pouze jako nékolik bodi. Hez¢iho vizudlniho
efektu bychom dosihli spojenim sousednich bodi useckami. Tim bychom vlastné z diskrétniho

grafu s nékolika body udé¢lali graf spojity.
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Change in Predator and Prey Population Size of Predator and Prey Population
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Obrizek 13.6: Vyvoj populace v ¢ase s parametry o« = 0.4, § = 2.5,y = 0.4 2§ = 1 a s pocateCnimi
velikostmi populace g = 0.5 a yg = 1.5.

Pozniamka

Model (13.1) lze dale rosifovat. Uvazme naptiklad myslivce, ktery ze systému lisky a/nebo kréliky
odebira. Pak je pfirozené model (13.1) zobecnit do tvaru

@) _ ot = Bety(®) —
) dtt (13.6)
?g)_amwww—vwﬂ—%

kde nové parametry p a v formalizuji intenzitu lovu kralika a lisek. Metodami popsanymi v této
kapitole lze sledovat chovani tohoto modelu. Lze napriklad zkoumat, zda systém stile vykazuje
cyklické chovani, zda konverguje k rovnovaznému feseni, a pfipadné za jakych podminek se tak
déje.
Jiné rozsifeni modelu mize spocivat v pridani populace dalsiho druhu. Tteti druh mtze na-
priklad lovit lisky i kraliky, pouze lisky, nebo tfeba pouze kraliky. Model (13.1) by se pak rozsifil
dz(t)

o funkci velikosti tfeti populace z(t) a rovnici vyjadtujici ptirustek tfeti populace —5=.
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Kapitola

Markowitzuv model

Jsme v pozici investora, ktery se rozhoduje, z jakych akcii slozi své portfolio. Chceme mit co nejvyssi
stredni (o¢ekdavany) vynos portfolia a zdroverl co nejmensi riziko pfipadnych ztrit. To jsou casto proti-
chiidna kritéria (jde o problém vicekriteridlni, pfenéji dvoukriteridlni optimalizace) a musime tak mezi
nimi najit uréity kompromis. Jako ndstroj feseni pouzijeme konvexni kvadratické programovani (CQP).

Kli¢ovd slova: optimalizace portfolia, moderni teorie portfolia, vinos investice, Markowitziiv model, kvadra-
tické programovdni, konvexni programovini, CQB, vicekriteridlni optimalizace, eficientni branice.

’ .
14.1 Vynos portfolia

Necht je nase volba akcii omezena pouze na spole¢nosti Amazon (akcie A), Facebook (akcie B) a Star-
bucks (akcie C). K dispozice mdme denni ceny od zacatku ledna roku 2014 do konce zafi roku 2015.
Nejdfive se podivame, jak ¢asové rady jednotlivych akcii vypadaji. Vedle sebe si vykreslime grafy vyvoja
cen jednotlivych akcii.

96
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Obrazek 14.1: Vyvoje cen jednotlivych akcii.
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Markowitz.m: Nacteni a zobrazeni dat

data = xlsread('Stocks.xls');
X = data(:, [1 3 4]);

[n m] = size(X);
figure;

subplot (1, 3, 1);
plot(X(:, 1), 'b");
title('Daily Prices
xlabel ('Time ') ;
ylabel ('Price');
subplot (1, 3, 2);
plot(X(:, 2), 'r');
title('Daily Prices
xlabel ('Time');
ylabel ('Price');
subplot (1, 3, 3);
plot(X(:, 3), 'g');
title('Daily Prices
xlabel ('Time"');
ylabel ('Price');

of Stock A');

of

Stock B');

of Stock C');

Nis budou ale spi$ nez absolutni ceny akcii zajimat jejich denni zmény. K tomu pouzijeme vynosy
akcii ¢ v Casech t.
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Vynos investice

Vynosem se oznacuje zisk néjaké investice za dané ¢asové obdobi. Necht je s pocatecni hodnota
investice a x; konecna hodnota investice. Lze definovat vice typi vynosi. Obycejny vynos je din
predpisem

rop = 2 (14.1)
S
a logaritmicky vynos je dan predpisem
rls(jf =In % =Inxz; — Inx,. (14.2)
S

Pokud plati Vi = V4, jsou oba druhy vynost rovny 0. Pokud plati x5 < ¢, jsou oba vynosy kladné.
A pokud plati z; > x4, jsou oba vynosy ziporné. Kromé pfipadu, kdy jsou oba vynosy rovny 0, jsou
hodnoty obycejnych a logaritmickych vynost odlisné. Pro malé hodnoty jsou ale priblizné stejné.
Vyhoda logaritmickych vynost spociva predevsim ve snadnéjsim matematickém pouziti. Pomoci
Taylorova rozvoje mizeme ziskat aproximaci

In(14+2) =~z pro malé z,
a tedy
log Ty Ty — Ts
Tst = In— =~ = Ts,ts
’ Ls Ls

jsou-li hodnoty 7 ¢ blizko 0. Pracujeme-li s vynosy v kratkém obdobi, napt. v dennim ¢i hodinovém

horizontu, je tento predpoklad realisticky.
" v

My v nasem pfikladé pouzijeme vynosy logaritmické. Vytvofime si asové fady logaritmickych vynost
/ , .
Yi = (Yi1,-- -, Yin) definované jako

Lit

Yit =In proi=1,...,mat=2,...,n, (14.3)

Tit—1
kde z;; jsou minulé ceny i-té akcie v ¢ase ¢, m je pocet akcii (v nasem pfipadé m = 3) a n je pocet
pozorovani minulych cen. Dile si do jednoho grafu vykreslime ¢asové fady logaritmickych vynost vsech
tfi akcii.

Markowitz.m: Logaritmické vynosy

23 Y = log(X(2:n, :) ./ X(1:(n - 1), :));
24 figure;

25 hold on;

26 xAxis = (2:n)';

27 plot(xAxis, Y(:, 1), 'b');
28 plot(xAxis, Y(:, 2), 'r');
29 plot(xAxis, Y(:, 3), 'g')
30 legend('Stock A', 'Stock B', 'Stock C');
31 title('Daily Yields of Stocks A, B, C');
32 xlabel('Time');

33 ylabel('Yield');

1 .
b

Nyni budeme chtit spocitat budouci vynos celého portfolia. Zatim jsme pracovali pouze s historic-
kymi cenami a vynosy, ale ted nas bude zajimat budoucnost. Do nasich uvah tedy pfidime modelovani
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Obrazek 14.2: Vyvoj logaritmickych vynost jednotlivych akeii.

ndhody. Vynos akcii v ¢ase t = 2,...,n + 1 budeme uvazovat jako nihodnou veli¢inu Y; ;. Index casu
t zde zachycuje historické obdobi ¢t = 2,...,n i budouci obdobi t = n + 1. V historickych obdobich
t = 2,...,n ovéem skutecny vynos y;; znime. Hodnota y; ; je tedy realizace nahodné veliciny Y; ;.
Realizaci ¥; 41 v budoucim case zatim nepozorujeme a musime si vystacit s jejimi odhady.
Celkovy vynos portfolia v ¢ase t = 2,...,n + 1 zavedeme jako
m
Zy = Z wi,tYi,ta (14.4)
=1

kde nahodna veli¢ina Y;; je vynos i-t¢ akcie a w;; oznacuje, jaky podil celkového rozpoctu je inves-
tovan do i-té akcie. Neuvazujeme kratké prodeje akcii, vyzadujeme tedy nezdpornost w;; > 0 pro
i =1,..., m. Kratky prodej znamend, Ze si investor za Gplatu akcii ,,zapjci* a okamzité ji proda treti
strané. Za néjaky cas pak akcii zase koupi (trzni cena se mezitim mohla zménit) a vrati, co si pvodné
pujcil. Jedna se o spekulaci na pokles ceny akcie a matematicky Ize tuto operaci vyjadfit prave zipornym
mnoZstvim. ProtoZe w; ; predstavuji ¢dst celku, chceme, aby se secetly na jednicku, tedy D i, w; ¢ = 1.
Nezabyvame se absolutnim mnozstvim akcii v portfoliu, pouze celkovym vynosem portfolia a relativnimi
zastoupenimi akii.

14.2  Kritéria vybéru portfolia

Prirozen¢ bychom chtéli do portfolia vybrat takové akcie, které ndm zajisti co nejvyssi vynos. Protoze
ovsem budouci vynos nezndme, musime pouzit odhady zalozené na minulych cendch jednotlivych akeii.
Jak jsme jiz zminili na zac¢atku, mdme dva cile. Jednim z nich je co nejvyssi ocekavany vynos portfolia
vsech akeii, ktery spoc¢itame jako

m m
EZ,11= Zwi,n+1 EY;nt1 = Z Wi 1145 = Wy, 1 s (14.5)
i=1 =
kde po = (pt1, ..., ftm)’ je vektor stfednich hodnot vynost akcil a wpt1 = (Wint1, .-, Wmnt1) je

vektor vah. Neznamy vektor stfednich hodnot odhadneme pomoci vektoru vybérovych praméru fi =
(fi1y- -, fim)" s prvky

1 n
[1 :nyiyt pro it=1,...,m.
"=
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Druhym cilem je pak co nejnizéi riziko portfolia. To budeme méfit pomoci rozptylu vynosu portfo-
lia. Cim mensi rozptyl, tim je i mensi pravdépodobnost vyskytu extrémnich hodnot vynost (jde nim
o snizovani rizika extrémné zapornych hodnot vynost). Rozptyl portfolia spocitime jako

m

2
varZyen = Y wiyqvar(Yinr) + Y wins100v(Yinst, Vs ) Wit
i=1 i2j

m m
= E E Wi 4182 jWj g1
=1 j=1

/
= w1 Qwy,41,

(14.6)

kde 2 = (Q@j)?;’??j:l je kovarian¢ni matice vektoru (Y1 541, . . ., Yimnt1) . Jeji prvky € jsou kova-
riance mezi vynosem i-té a j-té akcie pro ¢ # j a €);; je rozptyl vynosu i-té akcie. Neznamou kovariancni

matici akcii odhadneme pomoci vjbérové kovarianéni matice €2 = (€2 ;);21";_; s prvky

. IR X i . .
Qij= p—] Z(yi,t—ui)(yj,t—,uj) pro i=1,....,m, j=1,....,m.
t=1
Markowitz.m: Statistické odhady
35 mu = mean(Y) % vektor vyberovych prumeru
36 Omega = cov(Y) % vyberova kovariancni matice

14.3 Optimalizace portfolia

Kdyz mame definovano, jakych ciltt chceme dosihnout, miizeme pristoupit k formulaci samotné optima-
liza¢ni tlohy, tedy k tzv. Markowitzovu modelu.
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Markowitztiv model

Teorie portfolia pomahd urcit, v jakém mnozstvi zahrnout vybrand aktiva do portfolia, tj. zvolit
vektor vah w; v ¢ase t. Markowitztiv model nevybira aktiva individudlné podle jejich vlastnosti, ale
podle vlastnosti portfolia jako celku a vzdjemnych vztaht jednotlivych aktiv. V- modelu se optima-
lizuji dvé kritéria: maximalni stfedni hodnota vynosu portfolia a minimadlni riziko pfedstavované
rozptylem vynosu portfolia. Tato dvé protichtidna kritéria se spoji v jedno a optimaliza¢ni Glohu lze
pak formulovat jako
max wip — Aw, Qw;
t

m
st Y wig=1, (14.7)
i=1
wip >0 proi=1,...,m,

kde X\ > 0 je parametr vyjadrujici velikost nasi preference nizsiho rizika pred vyssimi vynosy, p je
vektor stfednich hodnot vynosi aktiv, matice €2 je kovarian¢ni matice vynost aktiv a w; je vektor
vah aktiv. Pokud se zvoli parametr A blizko k 0, bude Aw;Qw; v Glelové funkci zanedbatelné
a bude se tak preferovat vyssi ocekdvany vynos (tzv. risk-lover). Pokud se naopak zvoli parametr
vysoky, bude wjp zanedbatelné a bude se tak preferovat nizsi oéekdvany rozptyl (tzv. konzervativni
¢i rizikové-averzni investor).

Toto je pfiklad tzv. vicekriteridlni, ¢i v nasem pfipadé dvoukriterialni optimalizace, ve které
obecné neni zaveden pojem optimalniho feseni. Misto toho se obvykle hleda tzv. eficientni feseni,
které se ziskd podle néjakych dalsich kritérii. V nasem pfipad¢ hledime eficientni feseni wy; ziskané
podle parametru A.

v

Uloha (14.7) ovéem neni jediny mozny zipis Markowitzova modelu. Ulohu Ize také formulovat jako
max w'p
w
s.t. wQw < w,
m
Z w; = 1,
i=1

w; >0 proi=1,...,m,

(14.8)

kde parametr w > 0 urcuje omezeni na maximdlni mozny pripustny rozptyl portfolia. Dalsi moind
formulace je ve tvaru

min  w'Qw
w

s.t. wwu=>p,

m (14.9)
Stwie

i=1
w; >0 prot=1,...,m,

kde parametr p ur¢uje omezeni na minimalni mozny pfipustny vynos portfolia. Lze dokazat, ze pokud
mame jeden z parametrll \, w a p pevné dany, mizeme jednoznacné urcit oba zbyvajici parametry tak, ze
ulohy (14.7), (14.8) a (14.9) budou ekvivalentni. Déle se budeme zabyvat uZ pouze tlohou (14.9), kterd

je ve tvaru tzv. kvadratického programovani.
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Kvadratické programovani

Ulohou konvexniho kvadratického programovini (CQP) rozumime optimalizaéni tlohu, kteri je
typicky zadand ve tvaru
1
min -2’ Hz+ f'z
z 2

s.t. Az <b, (14.10)

AEQZ = bEQ,

kde z je vektor m proménnych, H je pozitivné semidefinitni matice fadu m, f je vektor s m
prvky, A je matice o p fadcich a m sloupcich, b je vektor s p prvky, Agg je matice o r fadcich
a m sloupcich a bgq je vektor s r prvky. Protoze je matice H pozitivné semidefinitni, Gcelova
funkce je konvexni. Kvadratické programovani ma siroké uplatnéni. Mize se vyuzit napf. pfi od-
hadu koeficientt linedrni regrese pomoci metody nejmensich ¢tvercii, kdyz do modelu pridime
néjakd dodate¢na omezeni na hledané koeficienty. Snadno se nahlédne, ze (14.10) je zobecnénim

linearniho programovani, staci totiz polozit H = 0.
. v

Nyni pfevedeme tlohu (14.9) na tvar (14.10). Vytvofime si matici H o rozmérech m x m, vektor
f s m prvky, matici A o rozmérech (m+ 1) x m, vektor b's (m + 1) prvky, matici Agq o rozmérech
1 x m a vektor bgg s jednim prvkem

H=2.Q
f=1(0,...,0),
—M1 —H2 o THUm—1 T Hm
1 0 - 0 0
A 0 -1 0 0
N ’ (14.11)
0 0 -1 0
0 0 0 -1
b= (_p707"'70)/7
AEQ = (11 71)7

Ted jiz mizeme Markowitziv model s pevné zvolenym parametrem p fesit jako ulohu kvadratického
programovani.
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Funkce quadprog

Podobné jako v pfipadé¢ linedrniho programovani obsahuje Matlab i funkci pro feseni kvadratického
programovani. Klasicky se tato funkce vola jako

x = quadprog(H, f, A, b, Aeq, beq),

kde jednotlivé argumenty odpovidaji vektorlim a maticim modelu (14.10). Do proménné x se ulozi
optimalni feseni lohy. Pokud budeme chtit vice informaci o probéhlém vypoctu, mizeme po
funkci pozadovat vice vystupl pomoci zdpisu

[x, fval, exitflag] = quadprog(H, f, A, b, Aeq, beq).

V proménné fval je ulozena optimalni hodnota ucelové funkce. Proménna exitflag indikuje,
jak algoritmus skoncil, a mze nabyvat nasledujicich hodnot:

* 1 Funkce nasla reseni x.
* 0 Prekrocen maximalné povoleny pocet iteraci.
* —2 Uloha nemad pfipustné reseni.

* —3 Ucelova funkce je neomezend.

Markowitz.m: Markowitztiv model

38 function [sol val flagl = optiPortfolio(mu, Omega, rho)

39 H = 2 *x Omega;

40 f = zeros(m, 1);

41 A = [-mu; -eye(m)];

42 b = [-rho; zeros(m, 1)];

43 Aeq = omnes(1, m);

44 beq = 1;

45 [sol val flag] = quadprog(H, f, A, b, Aeq, beq);
46 end

14.4 Eficientni hranice

Dile se pokusime urit, jaka portfolia patfi mezi ta nejlepsi pfi riznych hodnotich parametru p. Budeme
postupovat tak, Ze pro danou hodnotu oc¢ekdvaného vynosu vybereme vidy portfolio s nejmensim rizikem.
Vysledna kfivka se nazyvi eficientni hranice.

Eficientni hranice
V Markovitzové modelu je eficientni hranice takovd mnozina portfolii, ve které kazdé portfolio
spliiuje podminku, Ze neexistuje portfolio se stejnym stfednim vynosem a mensim rizikem, ani
portfolio se stejnym rizikem a vy$Sim vynosem.

Nyni budeme fesit Glohu (14.9) pro rtizné hodnoty parametru p. Pro nase tfi akcie vime, Ze stfedni vy-
nos jakékoliv kombinace akcii bude aspon tolik co vynos akcie s nejmensim stfednim vynosem. Podobng,
stredni vynos jakékoliv kombinace akcii nebude vice nez stfedni vynos akcie s nejvyssim vynosem. Bu-
deme tedy uvazovat 100 rovnomeérné rozmisténych hodnot parametru p z tohoto intervalu. Mimo tento
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interval bychom totiz nedostali zadnd pfipustnd feseni. Pro kazdy bod p z intervalu nejdfive vyfesime
ulohu (14.9). Ziskame tak optimdlni hodnoty proménnych w; a optimdlni velikost rozptylu portfolia
pro dany minimalni vynos p. Pokud existuje feseni této ulohy, nechime si zobrazit dva grafy.

Markowitz.m: Zacatek cyklu pro rizné minimélni stfedni hodnoty vynost

48 rhoLow = min(mu);

49  rhoUp = max(mu);

50 rhoBy = (rhoUp - rholLow) / 100;
51 figure;

52 for rho = rholLow:rhoBy:rhoUp
53 [sol val flag] = optiPortfolio(mu, Omega, rho);
54 if flag == 1

V prvnim grafu zobrazime tzv. mean-var prostor. Na horizontilni osu vykreslime ocekdvany vynos
portfolia, tedy parametr p, a na vertikalni osu riziko portfolia, tedy optimalni hodnotu ucelové funkce.
Tento graf neni pfimo eficientni hranice, protoze obsahuje portfolia, ktera pfi stejné urovni rizika mohou
mit vys$i stfedni vynos (v obrdzku 14.3 jsou to portfolia v levé asti prvniho grafu). Portfolia, ktera lezi
na této hranici, jsou nedominovanad, tzn. Ze neexistuje portfolio se stejnym vynosem a nizsim rozptylem.
Portfolia, kterd lezi nad touto hranici, jsou dominovand, tzn. Ze existuje portfolio se stejnym vynosem
a niz$im rozptylem, napf. portfolio lezici na eficientni hranici.

Markowitz.m: Graf optimalnich rozptyla portfolia
55 subplot (1, 2, 1);
56 plot (rho, val, 'o');
57 hold on;
58 axis ([rhoLow, rhoUp, 0, 10°-31);
59 title('Efficient Frontier');
60 xlabel ('Expected Return');
61 ylabel ('Lowest Risk');

V druhém grafu si vykreslime optimalni zastoupeni jednotlivych akcii w; p41 v trojrozmérném
prostoru, do kterého si jesté pfidime mnozinu pfipustnych feseni. Mnozina véech moznych portfélii
{wpi1: €wyi1 =1, w > 0} tvori simplex.

[ Markowitz.m: Graf optimalnich feseni
62 subplot (1, 2, 2);
63 plot3(sol (1), so0l(2), sol(3), '.');
64 plot3([0,0,1,0], [0,1,0,0], [1,0,0,1], 'r');
65 hold on;
66 grid on;
67 rStr = num2str (rho);
68 title (['Optimal Solution for Return ', rStr]);

Oba grafy si nechame vykreslit jako postupnou animaci. Toho docilime tak, Ze na konci kazd¢ iterace
cyklu nechame program cekat 0,1 sekundy.
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Obrizek 14.3: Graf optimalnich rozptyld portfolia pro dané stfedni vynosy (vlevo) a graf optimalnich
feseni (vpravo).

Markowitz.m: Konec cyklu

69 pause (0.1);
70 end
71 end

Zjistili jsme, zZe idealné slozené portfolio bude jedno z téch, které lezi na eficientni hranici. Konkrétni
volba naseho portfolia bude potom zdviset na nasi preferenci vyssiho vynosu pfed nizs$im rizikem, resp. na
minimdlnim pozadovaném vynosu. Pokud si tedy zvolime néjakou konkrétni dolni hranici o¢ekavaného
vynosu p, mizeme snadno dopoditat optimalni zastoupeni w; ,,+1 jednotlivych akeii v naSem portfoliu.

Cely postup mizeme samoziejmé zopakovat i pro jinou trojici akcii, které mame v datech. Pokud
vynechdme zobrazeni trojrozmérného grafu optimalnich zastoupeni a feseni si nechame pouze vypsat,
muzeme analyzovat i portfolia slozena z vice akcii.
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Kapitola

Cournotuv oligopol

Chovani oligopolistt, ktefi vyrabéji jeden typ produktu, popisuje napt. Cournotiiv model, jeden z mnoha
moznych model oligopolu. Spocteme si rovnovaziny stav oligopolniho trhu a ukdzeme si vyvoj dynamic-
kého modelu, ve kterém duopolisté reaguji na objem vyroby konkurence.

Klicova slova: oligopol, duopol, Cournotitv model.

15.1 Cournottv model

V této Casti si nejdrive predstavime Cournotliv model pro obecny pocet oligopolistl a déle si ukdzeme

ptiklad pro dva oligopolisty (tzn. duopolisty).

Cournotav model oligopolu

Uvazujeme, Ze mame n oligopolistli. Objem vyroby oligopolisty ¢ ozna¢me g; a rostouci funkci cel-
kovych ndkladd pro objem vyroby ¢; ozna¢me ¢;(g;). Déle oznaéme p(q) klesajici cenovou funkei
zévisejici na celkovém objemu produkee vSech oligopolistt ¢ = " ; ¢;. Zisk jednotlivych oligo-
polistd v zavislosti na objemu vyroby mizeme vypocitat pomoci tzv. ziskové funkce

zi(q1, -, qn) = P(@)qi — ¢i(qi)-

Optimalni objem vyroby ¢, ktery maximalizuje zisk i-tého oligopolu, musi spliiovat podminku
prvniho fadu
0zi(q1,- -, qn)
dq;

Rovnovazny stav je dan strategiemi ¥, . .., ¢ff, které spliuji soustavu rovnic (15.1) pro viechna
1=1,...,n.

=0. (15.1)

Pro ilustraci budeme dale uvazovat pouze dva duopolisty a zvolme si cenovou funkei a nakladové
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funkce jako
pla) =9 —q,
c1(q1) = 3q1,
c2(q2) = 3q2,

kde ¢ = q1 + 2. Ziskové funkce pak mizeme dopocitat jako

21(q1,02) = (9 — 1 — @2)q1 — 3qu,

(15.2)
22(q1,92) = (9 — 1 — ¢2)q2 — 32
Z podminky prvniho fadu (15.1) dostaneme rovnice
1
O =3- 54,
1 (15.3)
Q2 =3= 5,

jejichz fesenim je rovnovazny stav g% = (¢ff, ¢&%)" = (2,2)".

15.2 Statické chovani

V této Casti uvazujme, ze duopolisté mohou rozhodnout o objemu vyroby pouze jednou. Nejdfive si
sestavime vSechny mozné kombinace mnozstvi g1 a g2, které bereme z mfizky 0 az 6 s krokem 0, 1.

s

DuopolyStatic.m: Mrizka pro mnozstvi.

3 qlSeq 0:0.1:6;
4 qg2Seq 0:0.1:6;
5 [qlGrid , q2Grid] = meshgrid(qlSeq, g2Seq);

Pro tyto kombinace si vypocteme zisky obou duopolistd pomoci funkei (15.2).

DuopolyStatic.m: Zisk na mrizce.

7 z1Grid
8 z2Grid

(9 - qlGrid - 92Grid) .* ql1Grid - 3 * qlGrid;
(9 - qlGrid - g2Grid) .* q2Grid - 3 * q2Grid;

Dale ur¢ime tzv. best response rovnice. Optimalni objem vyroby prvniho duopolisty ¢] (g2) pro dany
objem vyroby druhého duopolisty je dan best response rovnici

1
* = 3— —
q1 2(12’

kterou pro potfeby vykresleni grafu zavislosti g2 na ¢; mizeme upravit do tvaru
g2 =6 —2q].

Optimalni objem vyroby druhého duopolisty ¢5(g1) pro dany objem vyroby prvniho duopolisty je din

best response rovnici

1
=3 —q.
D) 2Q1
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Obrizek 15.1: Zisk a optimalniho objem vyroby duopolu 1 (vlevo) a duopolu 2 (vpravo).

DuopolyStatic.m: Optimalni mnozstvi.

10 g20pti1l

- 2 * glSeq;
11 q20pti2 1

6
g = / 2 * qlSeq;

Ted jiz mbzeme vykreslit izokvanty celkového zisku prvniho duopolisty (levy graf obrizku 15.1)
a druhého duopolisty (pravy graf obrazku 15.1) pro vSechny kombinace mnozstvi ¢; a g2. Do grafu jsme
jesté pridali best response kfivky.

-
DuopolyStatic.m: Grafy zisku a optimédlniho mnozstvi.

13 figure;

14 subplot(1l, 2, 1);

15 contour (qlGrid, q2Grid, zl1Grid, 100);
16 hold on;

17 plot(qlSeq, q20ptil, '-k');

18 xlabel('Quantity 1');

19 ylabel('Quantity 1');

20 subplot(1l, 2, 2);

21 contour (qlGrid, q2Grid, z2Grid, 100);
22 hold on;

23 plot(qlSeq, q20pti2, '-k');

24 xlabel('Quantity 1');

25 ylabel('Quantity 1');

Dale vykreslime best-response kfivky do jednoho grafu. Tyto pfimky se nim pak protnou v rovno-
vizném bodé (2, 2)’.
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Obrizek 15.2: Best-response funkce duopolistd a Nashova rovnoviha.

DuopolyStatic.m: Graf pruniku best-response krivek.

27 figure;
28 plot(qlSeq, q20ptil, '-k');
29 hold on;
30 plot(glSeq, q920pti2, '-k');
31 plot(2, 2, 'or');
32 xlabel ('Quantity 1');
33 ylabel('Quantity 1');
15.3 Dynamické chovani

Na rozdil od predchozi sekce ted budeme uvazovat, ze se duopolisté mohou o objemu vyroby rozhodovat
opakované. Oba duopolisté budou predpoklidat, ze jejich konkurent bude vyribét stejné mnozstvi jako
pfi predchozim rozhodnuti. Chovani duopolistd budeme sledovat po 12 rozhodnuti, tedy 13 ¢asovych

obdobi (v ¢ase 1 je objem vyroby din a o ni¢em se nerozhoduje). Zaéneme tedy v ¢ase 1 a dostaneme se

az do Casu 13. V kazdém kroce ¢ duopolisté zvoli objem vyroby dany best response rovnicemi

1 -
qgﬂ =3 - 5615 1},
(15.4)
[t] _ L -1
@ =354
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Obrazek 15.3: Vyvoj optimalniho objemu vyroby v Case pro pocite¢ni hodnoty qgl] =1la qgl] = 3.

DuopolyDynamic.m: Graf vyvoje optimalniho objemu vyroby v ¢ase

3 figure;

4 ql = 1; % pocatecni qil

5 q2 = 3; ) pocatecni g2

6 tMax = 13;

7 for t = 2:tMax

8 qllast = qi1(t - 1);

9 g2Last = q2(t - 1);

10 gqiCur = 3 - 1 / 2 * g2Last;
11 q2Cur = 3 - 1 / 2 % gllast;
12 ql = [ql qlCurl;

13 q2 = [q2 g2Cur];

14 end

15 plot(il:tMax, ql, 'o-b');
16 hold on;

17 plot(l:tMax, g2, 'o-r');
18 xlabel('Time');

19 ylabel('Quantity');

[t 0 [

Nejdfive se podivejme na objem vyroby ¢;" a ¢, pfi pocate¢nich hodnotich g; F=1a qg] = 3.
Pozorujeme, 7e se oba objemy vyroby v ¢ase symetricky pfiblizuji k rovnovaznému stavu ¢ff = 2, ¢ff = 2.

[1]

Pokud zvolime pocate¢ni hodnoty jako ql1 ]

= 2agqy = 3, vidime, Ze objem vyroby opét skonci

v rovnovazném stavu, ale priub¢h v nékolika prvnich krocich je komplikovanéjsiho charakteru. Jeden
z duopolist vidy zvoli hodnotu 2, kterou reaguje na predchozi hodnotu 2 druhého duopolisty. Druhy
duopolista ovSem mezitim svoji hodnotu 2 zméni na jiny objem vyroby. Oba duopolisté se tak ze zacitku

stfidaji na hodnotach 2, az se ustali v rovnovazném stavu.
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Obrazek 15.4: Vyvoj optimalniho objemu vyroby v Case pro pocite¢ni hodnoty qgl] =2a qgl] =3.

Poznamka
Jako cviceni si mizeme pfedchozi postup rozsifit pro vice oligopolistl. Dalsi modifikaci mtze byt
zvoleni jiné cenové funkce nebo jinych nakladovych funkci. Misto linearnich funkci mtzeme na-

priklad pouzit kvadratické funkce. Musime ovsem dodrzet, Ze cenova funkee je klesajici a nakladové
funkce rostouci v zavislosti na objemu vyroby.

Poznamka

Model prizptisobeni mizeme také uvazovat ve verzi se spojitym ¢asem. Clearingové rovnice uvazme
ve tvaru

1
q1(t) = m(3 - 5%~ q),

1
g5 (t) = pa(3 — o0~ q2),

kde v zavorkich je uveden rozdil mezi skutecnou produkei a ,spravnou” produkei danou best-
response funkci. Parametry 111 a p2 urci rychlost prizpsobeni. Chovini tohoto systému diferen-
cidlnich rovnic Ize studovat a vizualizovat pomoci stejnych metod jako v kapitole 13.
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Kapitola

Diferencialni optimalizace

Diferencidlni optimalizace je obor, ve kterém se hleda ,,co nejlepsi funkce splnujici zadand omezeni.
Omezeni typicky spocivaji v podminkach omezujici funkéni hodnoty a derivace. Na tento pfipad lze
v jistém smyslu nahlizet jako na optimaliza¢ni analogii diferencialnich rovnic. Ukazeme si jeden specidlni
ptipad, kdy ulohu diferencidlni optimalizace pfevedeme pomoci diskretizace defini¢niho oboru na linearni
program.

Kli¢ovd slova: diferencidlni optimalizace, linedrni programovdni.

16.1 Formulace problému

Necht médme zadanou néjakou funkei f(z) s prvni derivaci f'(z) a druhou derivaci f”(z) na intervalu
[a, b]. Tato funkce miZe mit napfiklad tvar

f(z) = 0.08 [0.2 sin <4a:) (1 —0.1(x — 3)2) —0.1(x — 5)2}, z € [0,10].

Ve zbytku kapitoly budeme pracovat prave s touto funkci. Zapiseme si ji tedy do MATLABu.

DiffOpti.m: Zadana funkce

function £ = funHill (x)
f = 0.08 .x (sin(4 .*x x) .*x 0.2 .* ...
(1 - 0.1 x (x-3).72) - 0.1 .x (x - 5).72);

N L WA W

end

Obecné mohou byt derivace funkce f(x) na definiénim oboru libovolné velké. Nasim tkolem bude
najit funkci g(x), jejiz prvni i druhé derivace jsou omezeny néjakymi danymi ¢isly. V nasem prikladé
budeme uvazovat, ze prvni derivace musi lezet v intervalu [—my,m;] = [—0.05,0.05] a druhd derivace
v intervalu [—mg, mg] = [—0.1,0.1] na celém defini¢nim oboru. Dile o funkei g(x) predpokladime,
ze v krajnich bodech a a b bude nabyvat stejnych hodnot jako funkece f(x).

112
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DiffOpti.m: Zadana omezeni na derivace

8 maxld = 0.05;
9 max2d

I
o
—
o

Navic budeme hledat takovou funkci g(x), kterd se bude nejméné ,lisit“ od f(x). Odlisnost funkci
budeme méfit pomoci velikosti plochy ohranicené funkcemi f(x) a g(x). Pdjde nam tedy o optimalizaéni

ulohu
min f: f(z) — g(:p)‘dx
g(z)
s.t g(a) = f(a),
g(b) = f(b), (16.1)
’82(;8)’ <my Vz € (a,b),
2
‘aagaj(;>’§m2 Vx € (a,b).

Nez se pustime do samotného feseni této tlohy, tak se podivime, jak nase funkce f(z) a jeji derivace
vypadaji. Vypocteme si hodnoty funkee f(x) pro body z mfizky s krokem 0.1 a sousedni hodnoty spojime

useckou. Prvni i druhou derivaci aproximujeme pomoci diferenci ze stejné mrizky.

DiffOpti.m: Vypocet funkce fa jejich derivaci

11 xFrom = 0.1;

12 xTo = 10;

13 xBy = 0.1;

14 x = xFrom:xBy:xTo; 7 mrizka

15 n = length(x);

16 f = funHill(x); % =zadana funkce
17 fid
18 f2d

diff(f) / xBy; % prvni derivace
diff (£1d) / xBy; % druha derivace

Aproximace funkei f(x), f'(z) a f”(x) si vykreslime pod sebe a pfidime omezujici intervaly pro
prvni a druhou derivaci. Vidime, ze zadand funkce v néjakych ¢astech defini¢niho intervalu podminky na
prvni i druhou derivaci nespliiuje. Hledani funkce g(x) ma tedy smysl.
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Obrézek 16.1: Funkce f(x) a jeji prvni a druhd derivace.
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DiffOpti.m: Vykresleni funkce fa jejich derivaci
20 figure (1);
21 subplot (3, 1, 1);
22 plot(f, '-k');
23 hold on;
24 xlabel('x');
25 ylabel ('f(x)');
26 subplot (3, 1, 2);
27 plot (fi1d, '-k');
28 hold on;
29 plot([1, n - 1], [ maxld, maxild]l, '-r');
30 plot([1, n - 1], [-maxld, -maxld], '-r');
31 xlabel('x"');
32 ylabel ('First Derivative of f(x)');
33 subplot (3, 1, 3);
34 plot(f2d, '-k');
35 hold on;
36 plot([1, n - 2], [ max2d, max2d], '-r');
37 plot([1, n - 2], [-max2d, -max2d], '-r');
38 xlabel('x"');
39 ylabel ('Second Derivative of f(x)');




KAPITOLA 16. DIFERENCIALNI OPTIMALIZACE 115

Poznamka

Uloha miize mit nasledujici interpretaci. Funkci f(x) si miizeme predstavit jako reliéf hor. Na
téchto hordch chceme postavit silnici. Aby byla silnice sjizdnd, nesmi byt kopec prilis strmy. Z kopct
mizeme néjakou plidu odebrat, do dalsich ¢asti mizeme naopak pidu pridat. Vytvorime tak novy
reliéf g(). Pfirozené nam jde o co nejméné zasahti do krajiny, coZ vyjadfuje minimalizace integrlu
rozdilu funkei v absolutni hodnoté. Podminka na prvni derivaci zajistuje, ze nova silnice nebude
prilis stoupat ani prilis klesat. Podminka na druhou derivaci zajiStuje, Ze se stoupani a klesani prilis
divoce neméni.

Poznamka

V této formulaci problému ndm nezdlezi na tom, jakou ¢dst uprav vénujeme odebirani pady z kopce
a jakou pfiddvani. V nékterych situacich by ale bylo ruzumné uvazovat, ze padu, kterou nékde
vykopdme, musime presunout do jiné ¢asti kopce. Celkovd velikost nového pohoti by tak byla stejna
jako velikost ptivodniho pohoti. Toho lze docilit pfidinim jedné podminky do tlohy a ¢tenéfi tuto
modifikaci ponechdme jako cviceni.

16.2 Diskretizace ulohy a feseni pomoci linearniho programovani

Ulohu (16.1) je nesnadné fesit, protoze se v ni hledd nekoneéné mnoho bodt funkee g(z). Tuto tlohu
si upravime tak, ze budeme hledat pouze kone¢ny pocet bodi funkce g(z). Nebudeme mit tedy funkci
g(x) definovanou pro spojitou proménnou z z intervalu [a, b], ale pouze pro hodnoty 1, . .., x,. Body
x; proi = 1,...,n vybereme jako ekvidistantni mfizku s krokem § = 0.1 a krajnimi body 1 = a
ax, = b.Hodnoty g(z;) proi = 1, ..., n pro jednoduchost ozna¢ime jako g;. Podobné hodnoty f(z;)
proi =1,...,n oznacime jako f;.

Od spojitého problému jsme presli k diskrétni uloze. Integral v ucelové funkci nahradime sumou.
Derivace v podminkach nahradime diferencemi. Ulohu (16.1) tak pfevedeme na

min Sriolfi — g
91,---,9n
S.t. g1 = fl,
gn - fn;
. (Sgi_l = may, = 27 y 1Y
20 -
R P

Zde jiz mame kone¢ny pocet proménnych. Ulohu jest¢ mizeme preformulovat tak, abychom ziskali
ulohu linedrni programovani. Toho docilime tak, Ze do zdpisu pfidime pomocné proménné y1, ..., yn
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a zbavime se absolutnich hodnot v ucelové funkci i v podminkach. Ziskiame

min > i1 0y

s.C. 91 = fi,
9n = fns

gi — gi—1 < mad, i=2,...,n,

gi — gi—1 = —m10, i=2,...,n,

9i — 2gi—1 + gi—2 < mad”, i=3,...,n,

9i — 2gi—1 + gi—2 > —mab?, 1=3,...,n,

Yi > gi — [i, i=1,...,n,

Yi > fi — gi, i=1....n,

Tento zapis jiz odpovidd uloze linedrniho programovani. Dile pfevedeme vSechny proménné na levou
stranu a konstanty na pravou stranu a upravime vsechny rovnosti na ,,<“. Ziskame tlohu

gll,l.?.ign, Z?:l 0Yyi
YiseYn
s.t. < f,
-9 < —f1,
In < f?“m
—In < —Jfn
9i — gi—1 < 119, 1=2,...
—9gi + gi—1 < m6, i=2...
9i = 2gi-1 + gi—2 < mad”, i—3
—gi +2gi-1 — gi—a < mad”, i=3,...
9i — % = fis i=1,...
—gi—yis—fi i=1...

Nakonec prevedeme tento zipis do maticového tvaru
. /
min ¢’z
z

st. Az <b,

kde jsme oznalili vektor proménnych jako z = (g1, ..., Gn,Y1,-- -, Yn)’

(C1)
(C2)
(C3)
(C4)
n, (C5)
n, (Ce)
n, (C7)
,n,  (C8)
n, (C9)
n (C10)

. Matici levych stran podminek
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a vektor pravych stran podminek jsme oznacili jako

1 0 0 0 O
-1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 -1 0
1 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 0
-1 1 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 0
1 -2 1 0 0 0 O 0
A=

o 0 0 0 0o 1 -2 1 0
-1 2 -1 0 0 O 0 0 0

0 0 0 o -1 2 -1 0
1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0
-1 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0

Maticovy zapis ulohy pouzijeme pro solver linprog. Nalezeni hodnot g1, . . .

gramujeme jako samostatnou funkci.

o O O O O

[en}

(Co)

(C7)

(C8)

(C9)

(C10)

117

fi
—fi

In
_fn

m15

m1(5
mi1d

m15
m2(52

777,2(52
mad?

m252
fi
Fn

-1

- fn

, gn funkce g(z) si napro-
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DiffOpti.m: Nalezeni nové funkce spliujici podminky
41 function g = newHill(x, f, maxld, max2d, xBy)
42 n = length(x);
43 c = [ zeros(n, 1); % c
44 xBy * omes(n, 1)];
45 A =1[1, zeros(l, 2 * n - 1); % A (C1)
46 -1, zeros(l, 2 * n - 1); % A (C2)
47 zeros(l1, n - 1), 1, zeros(l, n); % A (C3)
48 zeros(l, n - 1), -1, zeros(l, n); % A (C4)
49 [ eye(n - 1), zeros(n - 1, 1)1 + ... % A (C5)
50 [zeros(n - 1, 1), -eye(n - 1)1,
51 zeros(n - 1, n);
52 [-eye(n - 1), zeros(n - 1, 1)] + ... 7 A (C6)
53 [zeros(n - 1, 1), eye(n - 1)],
54 zeros(n - 1, n);
55 [ eye(n - 2), zeros(n - 2, 2)] + ... % A (C7)
56 [zeros(n - 2, 1), -2 *x eye(n - 2),
57 zeros(n - 2, 1)] + [zeros(mn - 2, 2),
58 eye(n - 2)], zeros(n - 2, n);
59 [-eye(n - 2), zeros(n - 2, 2)] + ... 7 A (C8)
60 [zeros(n - 2, 1), 2 * eye(n - 2),
61 zeros(n - 2, 1)] + [zeros(n - 2, 2),
62 -eye(n - 2)], zeros(n - 2, n);
63 eye(n), -eye(n); % A (C9)
64 -eye(n), -eye(n)l; h A (C10)
65 b = [ £(1); % b (C1)
66 -f(1); % b (C2)
67 f(n); % b (C3)
68 -f(n); % b (C4)
69 maxld * xBy * ones(n - 1, 1); %» b (C5)
70 maxld * xBy * ones(n - 1, 1); % b (C6)
71 max2d * xBy~2 * omes(n - 2, 1); % b (CT7)
72 max2d * xBy~2 * ones(n - 2, 1); % b (C8)
73 f'; % b (C9)
74 =% "] ¢ % b (C10)
75 sol = linprog(c, A, b);
76 g = sol(l:n);
77 end

Ted jiz mame vSechny prostfedky pro nalezeni funkce g(x), ktera bude splriovat podminky na deri-
vace m1 = 0.05 a mg = 0.1. Kromé samotnych hodnot funkce g(z) si spocteme i hodnoty jeji prvni
a druh¢é derivace.

s

DiffOpti.m: Vypocet funkce g a jejich derivaci

79 g = newHill(x, f, maxld, max2d, xBy);
80 gld = diff(g) / xBy;
81  g2d = diff(gld) / xBy;
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Obrézek 16.2: Funkce f(x) (¢ernd) a g(x) (modra) a jejich prvni a druhé derivace.

Hodnoty nalezené funkci g(z) pfidime do grafu z pfedchozi ¢asti. Vidime, ze derivace funkce g(x)
spliuji zadand omezeni.

DiffOpti.m: Vykresleni funkce g a jejich derivaci
83 figure(1);
84 subplot (3, 1, 1);
85 plot(g, '-b');
86 subplot (3, 1, 2);
87 plot(gld, '-b');
88 subplot (3, 1, 3);
89 plot(g2d, '-b');

Poznamka

Pokud bychom pfedpokladali néjaky tvar funkce g(x), situace by byla jind. Funkce g(z) by pat-
fila do néjaké tridy funkei {Gp, . p..|[P1,--.,Pm} s parametry p1,. .., ppm. Mohlo by se jednat
napfiklad o funkce ve tvaru

G(x) = p1sin(pax) + ps(x + pg)P®.

Integrily a derivace v uloze (16.1) by pak méli analytické feseni (pokud budou funkee f(x) a G(x)
yrozumné®) v zavislosti na parametrech pi,...,pm. Po analytické upravé bychom pak dostali
(obecné nelinedrni) Gcelovou funkci a soustavu podminek, kterd uz bude zaviset pouze na ko-
necném poctu m promeénnych. Tento postup by ovsem mohl byt zna¢né komplikovany, a proto je
dobre, ze v nasi tloze nic takového nepredpokliddme. Ziskali jsme obecnéjsi nastroj na feseni uloh
tohoto typu (byt za cenu numerické chyby pri diskretizaci).
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Obrézek 16.3: Funkce f(x) (¢ernd) a g(z) (modra) pfi omezeni m; = 0.15.

16.3 Chovani pro ruzna omezeni na derivaci

Nakonec se podivame, jak budou vypadat funkce g(x) pro riizné pfisnd omezeni na prvni derivaci. Bu-
deme uvazovat omezeni m od 0.02 do 0.15 s krokem 0.01. Vypocet hodnot funkce g(x) zabalime do
for cyklu a v kazdé iteraci si vykreslime funkeci g(x) pro jinou hodnotu m;. Pokud na konec kazdé
iterace pfidime pfikaz pause, graf se nim bude pfekreslovat pomalu, ¢imz ziskime efekt animace.

DiffOpti.m: Riznd omezeni na derivaci.

91 figure (2);
92 for maxld = 0.02:0.01:0.15

93 g = newHill(x, f, maxld, max2d, xBy);
94 plot(x, f, '-k');

95 hold on;

96 plot(x, g, '-b');

97 hold off;

98 xlabel('x"');

99 ylabel ('f(x)');

100 pause (1) ;

101 end




Kapitola

Odhad rizika

Budeme zabyvat analyzou rizika u akcii. Na rozdil od kapitoly 14 se omezime na jednorozmeérnou Caso-
vou fadu, tedy pouze na jednu akcii. Riziko je mozné modelovat vice zplsoby. Uz jsme si predstavovali
modelovani rizika pomoci rozptylu a nyni si predstavime jiny zptsob, tzv. Value-at-Risk.

Kli¢ovd slova: Value-at-Risk, Wieneriiv proces, Interval spoleblivosti, Bootstrapovd metoda.

17.1 Meéfreni rizika pomoci Value-at-Risk

Nejdfive si nac¢teme ¢asovou radu x4, t = 1,...,n historickych cen akcie spolecnosti Apple. Podobné
jako v kapitole 14 fadu transformujeme na logaritmické vynosy. Protoze fizeni rizika se zabyva predevsim
negativnimi disledky, budeme v této kapitole pracovat s logaritmickymi ztratami

ztz—lni prot=2,...,n, (17.1)
Tt—1

ValueAtRisk.m: Nacteni a Gprava dat
3 n = 200;
4 data = xlsread('Stocks.xls');
5 X = data(1:(n + 1), 2); % cena
6 Y = log(X(2:(n + 1), 1) ./ X(1:n, 1)); % log vynos
7 Z = -Y; % log ztrata

Vyvoj absolutnich cen a logaritmickych ztrit si zakreslime vedle sebe do grafu.

121
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Obrézek 17.1: Absolutni ceny (vlevo) a logaritmické ztraty (vpravo) akcie spolecnosti Apple.
ValueAtRisk.m: Zobrazeni dat
9 figure(1);
10 subplot (1, 2, 1);
11 plot (X(:, 1), 'm');
12 axis ([0 n 70 1101);
13 title('Daily Prices of Stock');
14 xlabel ('Time') ;
15 ylabel ('Price');
16 subplot (1, 2, 2);
17 plot(Z(:, 1), 'g");
18 axis ([0 n -0.1 0.1]);
19 title('Daily Losses of Stock');
20 xlabel('Time');
21 ylabel('Loss');
K dispozici mdme historické ztraty denni 21, . . ., zy,. Nds bude zajimat budouci denni (zitfejsi) ztrita.

Jeji hodnotu samoziejmé dnes jesté nezname a budeme ji tedy modelovat jako nahodnou veli¢inu Z;, .
Za predpokladu, ze denni ztrity jsou nezavislé nahodné veliciny se stejnym rozdélenim, mizeme z his-

torickych dat odhadnout kromé stfedni hodnoty a rozptylu i tzv. Value-at-Risk.

( Y
Value-at-Risk
Value at Risk (VaR; do ¢estiny by se dalo prelozit jako hodnota v riziku) je mira rizika Casto pou-
Zivand ve financich. Matematicky se jednd o jednostranny kvantil (zpravidla se pouziva o = 0.95)
z rozdéleni ztrat aktiva v pribéhu urcité doby. Pokud oznacime nahodnou veli¢inu ztrit aktiva Z,
a-procentni Value-at-Risk Ize definovat jako
VaR, = inf{z P(Z<z2)> a} = inf{z : Fz(2) > a},
kde Fz(z) je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny Z.
_J

Kvantil normalniho normovaného rozdéleni si mizeme ilustrovat na obrazku hustoty. 95%-kvantil je
zjednodusené takova hodnota, pfi které plocha pod funkci hustoty nalevo od kvantilu tvofi 95 % celkové
plochy pod funkei hustoty. Tuto hodnotu mizeme nalézt pomoci kvantilové funkce icdf.
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Obrazek 17.2: Kvantil normalniho rozdéleni.

NormQuantile.m: Kvantil normalniho rozdéleni

3 figure (1);

4 title('Density of N(0,1) with 95%-Quantile');

5 xlabel('x');

6 ylabel ('f(x)');

7 hold on;

8 axis([-5 5 0 0.5]);

9 varNorm = icdf('norm', 0.95, 0, 1);

10 leftX = -5:0.01:varNorm; % hodnoty mensi nez kvantil

11 leftY = pdf ('norm', leftX, 0, 1);

12 area(leftX, leftY, 'FaceColor', 'y');

13 rightX = varNorm:0.1:5; 7 hodnoty vetsi nez kvantil
14 rightY = pdf ('norm', rightX, 0, 1);

15 area(rightX, rightY, 'FaceColor', 'c');

16 legend ('95%', '5%');

17.2  Vypocet Value-at-Risk historickou metodou

Value-at-Risk mizeme odhadnout vice zplsoby. Zacneme tzv. historickou metodou. Ta se vy-

znacuje tim, Ze jedinym jejim predpokladem je nezavislost a stejné rozdéleni nihodnych velic¢in
ztrat 21, ..., Ly, Zyy1. Historickd data tak mizeme brat jako n realizaci nahodné veliciny Z,, 1.
Value-at-Risk vypocitame jako empiricky kvantil. Nasich 200 historickych ztrat sefadime od nejmensi

po nejvétsi a za odhad 0.95-kvantilu vezmemu tu 0.95 - 200 = 190. nejvétsi ztratu.

V MATLABu spocitame empiricky kvantil pomoci funkce quantile. Vypocet Value-at-Risk his-

torickou metodou si naprogramujeme jako funkei.
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ValueAtRisk.m: Vypocet empirického VaR

23 function VaREmp = myVaREmpiric(Z)
24 VaREmp = quantile(Z, 0.95);
25 end

Poznamka

Predpoklad o stejném rozdéleni cen ¢i ztrat je v realit¢ problematicky. Jednoduse feceno je velmi
naivni predpokladat, ze se ceny budou chovat stejné dnes jako pfed rokem. V delSim ¢asovém
horizontu totiz finan¢ni fady vykazuji zmény svych charakteristik, a tak se casto dava prednost
dynamickym modeltim, které se pokousi tyto zmény zachytit.

17.3  Vypocet Value-at-Risk modelovanim Wienerova procesu

Dalsim moznym zpisobem odhadu je tzv. parametrickd metoda. Ta predpoklada, Ze se ztraty chovaji
podle néjakého znimeho modelu s neznamymi parametry. Slozitost téchto model mize byt rtizna, my
se budeme zabyvat jednim z téch nejjednodussich. Ceny akcie budeme modelovat pomoci tzv. Wienerova

procesu.
( o Y
Wieneruv proces
Wienertv proces W je typ spojiteho stochastického procesu. Stochasticky proces je mnozina na-
hodnych velicin W, kde ¢ znadi ¢as, ktery mize byt obecné byt diskrétni (tzv. ¢asova rada) nebo
spojity (tzv. spojity stochasticky proces). Wienerv proces je spojity stochasticky proces charakte-
rizovany ndsledujicimi vlastnostmi:
* Wy =0,
* Rozdéleni prirustku Wy, — Wy, je nezavislé na Wy, — W, pro kazdou volbu 0 < s1 <
t1 < 53 < 1y,
* Prirustek Wy — Wy ma normélni rozdéleni N (0,¢ — s),
* Proces W je témér jisté spojity.
Rozsifenim Wienerova procesu je tzv. Wienerav proces s driftem j a smérodatnou odchylkou o
definovany jako
Y; = pt + oW;.
Prirustek tohoto procesu Y; — Yy md normalni rozdéleni N(,u(t —s),0(t— s))
" v

Na chvilku odbo¢me od Value-at-Risk a podivejme se, jak Wienerv proces mize vypadat. Protoze
se jedna o ndhodny proces, kazda jeho realizace probiha jinak. Nasimulujeme si 6 realizaci tohoto procesu
v ¢ase od 0 do 1000. Vyuzijeme faktu, ze prirustek Wienerova procesu za jednotkovy ¢as ma normalni
rozdéleni N (0,1). Timto zplsobem spojity proces pfirozené diskretizujeme a vytvofime tak casovou

fadu.
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Obrazek 17.3: Simulace Wienerova procesu.

[ Wiener.m: Simulace Wienerova procesu
3 figure(1);
4 simN = 1000;
5 for i = 1:6
6 simZ = zeros (1, simN);
7 for t = 2:simN
8 simZ(t) = simZ(t - 1) + random('morm', 0O, 1);
9 end
10 subplot (2, 3, i);
11 plot(1:simN, simZ, 'm');
12 title('Wiener Process Simulation');
13 xlabel ('Time');
14 ylabel ('Price');
15 end

Ceny sledované akcie budeme modelovat jako ndhodny proces X;. Dile, budeme predpokladat, ze se
negativni logaritmické ceny chovaji jako Wienertv proces s driftem p a smérodatnou odchylkou o.

—lnXt = Mt + O'Wt.
Denni logaritmické ztraty jsou pak dany procesem

Zt = —(lnXt — lﬂthl) = U + O-(Wt - Wtil)’
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ktery ma rozdéleni Z; ~ N (u,0%). Cely model tedy spocivi v tom, ze denni logaritmické ztraty maji
normalni rozdéleni s neznimou stfedni hodnotou y a neznamym rozptylem o.

Prvnim krokem bude tyto dva parametry odhadnout. To udélime jednoduse pomoci vybérového
praméru /i a vybérového rozptylu 62 historickych dat. Dale uz nam zbyvi vypocitat kvantil normalniho
rozdéleni N (ji,52). Cely vypocet Value-at-Risk parametrickou metodou si opét naprogramujeme jako

funkci.

[ ValueAtRisk.m: Vypocet parametrického VaR
27 function VaRPar = myVaRParametric(Z)
28 mu = mean(Z);
29 sigma = std(Z);
30 VaRPar = icdf('norm', 0.95, mu, sigma);
31 end

17.4 Porovnani konfidenc¢nich intervali

Nyni pfirozené vyvstava otazka, jestli je lepsi pro odhad Value-at-Risk pouzivat historickou metodu nebo
parametrickou metodu. Trividlni odpovéd neexistuje, ale aspori se v této asti pokusime porovnat intervaly
spolehlivosti obou metod podle poctu pozorovini (délky historie). Intervaly spolehlivosti vypocteme
u obou metod pomoci tzv. bootstrapové metody.

o )
Bootstrapova metoda

Boostrapovd metoda slouzi ke zjisténi presnosti odhadu (napf. pomoci vychyleni, rozptylu nebo
intervalu spolehlivosti). Spociva ve vytvoreni velkého poctu ndhodnych vzorkd. Bootstrapovd me-
toda vytvori z pivodniho vzorku nékolik novych vzorkd pomoci ndhodného vybéru s opakovanim.
Na kazdém vzorku se provede odhad, vysledkem je tedy nékolik realizaci odhadd, ze kterych se
pak muze spocitat vybérovy pramér, vybérovy rozptyl odhadu nebo jiné charakteristiky. Vyhodou
bootstrapové metody je jeji jednoduchost i v pripadé slozitych estimatort, u kterych by analytické
odvozeni napf. intervald spolehlivosti bylo pfili§ ndrocné.

Bootstrapovou metodu pro historicky a empiricky Value-at-Risk si naprogramujeme jako funkci. Ar-
gumenty funkce budou ptivodni vzorek, velikost jednoho nového vzorku a pocet novych vzorka. Kazdy
z novych vzork je pak vygenerovan stejnym zpsobem: Z ptivodniho vzorku se ndhodné vyberou néktera
pozorovani s tim, ze se nékterd pozorovani mohou i opakovat. Toho docilime tak, ze si nejdriv vygene-
rujeme vektor index pozorovani, ve kterém kazda slozka je simulace ¢isla z diskrétniho rovnomérného
rozdéleni od 1 do n. Diky moznosti opakovani mize byt novy vzorek dokonce obsahovat vice pozorovani
nez ten pavodni. Na kazdém bootstrapovém vzorku pak spocitame Value-at-Risk obéma metodami.
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ValueAtRisk.m: Bootsrapova metoda

33 function [bootEmp bootPar] = myBootVaR(Z, sample, rep)

34 bootEmp = zeros(rep, 1);

35 bootPar = zeros(rep, 1);

36 for i = 1:rep

37 bootIndex = random('unid', length(Z), [sample 1]);
38 bootZ = Z(bootIndex, 1);

39 bootEmp (i, 1) = myVaREmpiric(bootZ);

40 bootPar (i, 1) = myVaRParametric(bootZ);

41 end

42 end

Pomoci bootstrapové metody si 1000 krat vypocteme historicky i parametricky Value-at-Risk z nd-
hodnych vzorkd o velikosti 200 pozorovani. Z téchto 1000 hodnot pak pomoci funkce quantile vypoc-
teme 95%-intervaly spolehlivosti. (Pozor, zde funkce quantile nemd vitbec co do¢inéni s kvantilem ve
smyslu Value-at-Risk, pouzivame ji pro interval spolehlivosti, ktery je rovnéz zalozen na kvantilech.) His-
toricky i parametricky interval spolehlivosti spolu s prvnimi 100 hodnotami obou typt Value-at-Risku

si zakreslime do grafu.

7~

ValueAtRisk.m: Graf odhadu VaR bootstrapovou metodou

44 figure (2);

45 [bootEmp bootPar] = myBootVaR(Z, n, 10e3);

46 confEmp = quantile (bootEmp, [0.025 0.975]);

47 confPar = quantile(bootPar, [0.025 0.975]);

48 title('Bootstrap VaR with Confidence Intervals');
49 xlabel ('Bootstrap Estimate Number');

50 ylabel('Value-at-Risk');

51 hold on;

52 showNum = 1e2; % ukaz pouze prvnich 100 hodnot

53 plot (bootEmp (1:showNum, 1), '.b');

54 plot (bootPar (1:showNum, 1), '.r');

55 plot ([1 showNum], [confEmp(1l) confEmp(1)], '-b');
56 plot ([1 showNum], [confEmp(2) confEmp(2)], '-b');
57 plot ([1 showNum], [confPar(1l) confPar(1)], '-r');
58 plot ([1 showNum], [confPar(2) confPar(2)], '-r');
59 legend ('Empiric VaR', 'Parametric VaR');

Dale se podivame, jak budou intervaly spolehlivosti zaviset na velikosti bootstrapovych vzorki. Da
se ocekavat, Ze s vétsimi vzorky budou intervaly uzsi. Otdzkou ale je, jaké budou rozdily mezi intervaly
historického a parametrického Value-at-Risku.

Intervaly spolehlivosti si spocteme pomoci for cyklu pro rtizné velikosti bootstrapovych vzorkl
z miizky od 20 do 200 s krokem 20. Sitky intervalt historického Value-at-Risku v zévislosti na velikosti
vzorku si zakreslime do levého grafu, sifky intervald parametrického Value-at-Risk do pravého grafu.
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Obrazek 17.4: Odhady VaR bootstrapovou metodou.

f ValueAtRisk.m: Graf konfidenénich intervalii VaR pro rizné velikosti vzorku
61 figure (3);
62 sFrom = 20;
63 sBy = 20;
64 sTo = 200;
65 for s = sFrom:sBy:sTo
66 [bootEmp bootPar] = myBootVaR(Z, s, 10e3);
67 confEmp = quantile (bootEmp, [0.025 0.975]);
68 confPar = quantile(bootPar, [0.025 0.975]);
69 subplot (1, 2, 1);
70 hold on;
71 plot([s s], confEmp, '.-b');
72 axis ([sFrom - sBy, sTo + sBy, 0, 0.06]);
73 title('Confidence Intervals of Empiric VaR');
74 xlabel ('Sample Size');
75 ylabel ('Value-at-Risk');
76 subplot (1, 2, 2);
77 hold on;
78 plot([s s], confPar, '.-r');
79 axis ([sFrom - sBy, sTo + sBy, 0, 0.06]);
80 title('Confidence Intervals of Parametric VaR');
81 xlabel ('Sample Size');
82 ylabel ('Value-at-Risk');
83 end

Vidime, Ze pro maly pocet pozorovani je interval parametrického Value-atRisku uisi. To je zpl-
sobeno tim, Ze parametrickd metoda si nedostatek informace z malého poctu pozorovani ,nahrazuje“
pfedpokladem o normalnim rozdéleni. Pro dostate¢né velky pocet pozorovani se historickd metoda jevi
jako stabilnéjsi. Pfedpoklad o normalnim rozdéleni parametrické metody mize byt navic zcestny a odhad
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Obrizek 17.5: Konfiden¢ni intervaly VaR pro rtizné velikosti vzorka.

Value-at-Risk tak mtze byt vychyleny.

-
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Kapitola

Chaotické chovani logisticke rovnice

V této kapitole si predstavime logistickou diferen¢ni rovnici, kterd i pfes svoji jednoduchost vykazuje
komplexni chovani. Analyza této rovnice spada do tzv. teorie chaosu.

Kli¢ova slova: teorie chaosu, logistickd diferencni rovnice, bifurkacni diagram.

18.1 Logisticka diferen¢ni rovnice
Logistickd diferenc¢ni rovnice je definovand predpisem
Ti4+1 = f(.’Et, )\) = )\mt(l — LEt), pro Xt € [0, ].], t= ]., 2, ceee (181)

Protoze z; mize nabyvat pouze hodnot z intervalu [0, 1], diferencni rovnice je definovina jenom pro
nékterd \. Zrejmé musi byt A nezdporné ¢islo, jinak by na pravé strané bylo ziporné Cislo a x; by pak
nelezelo v [0, 1]. Hodnota A je omezend i shora. Spocitejme si maximum funkce f(x¢, A). Podminka
prvniho fadu ma tvar

0

2 =A—-2\r=0a

Lt

Funkce nabyva svého maxima v bodé z = 3, ve kterém nabyvi hodnoty f(3,A) = 3. Aaby ; < 1,
musi byt 0 < A < 4.
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Poznamka
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Logistickd rovnice se pouzije napr. v nasledujicim prikladé. Uvazujme spotfebitele, ktery spotiebo-

vava dva typy zboii a maximalizuje svj uzitek U. Spotfebu prvniho zbozi ozna¢me , jeho cenu p

a spotfebu druhého zbozi y s cenou g. Spotfebitel je omezen rozpoctem m. Dile ozname a pre-

feren¢ni parametr mezi obéma typy zbozi. Predpokladame, ze spotfebitel se Fidi uzitkovou funkei

U = 2%!'~?. Uloha maximalizace uzitku m4 tvar

max :anl—a
z?y
s.t. px +qy < m,
z >0,
y=>0
Resenim této ulohy je
m m
xr = —a, y=—(1—a)
q

Odvozeni ponechame jako cviceni. Dale do modelu pridaime dynamiku. Budeme uvazovat, ze pa-

rametr @ zdvisi na minulych rozhodnutich podle vztahu
ag+1 = bxyyy.
Muzeme pak vyjadrit
m
Tt+1 = 7%(1 — pt),

coz po normalizaci cen p = ¢ = 1 vede na logistickou diferen¢ni rovnici (18.1).

Podivame se, jak bude vypadat trajektorie logistické diferen¢ni rovnice pro rizna \. Jak brzy uvidime,
pro rizna A se bude logisticka diferencni rovnice chovat odlisné. V. MATLABu si vykreslime prvnich
100 hodnot s pocite¢ni hodnotou 21 = 0.3. Pro néjaké A to miZzeme udélat pomoci for cyklu, ktery
vypocte hodnotu z; pro ¢asy t = 2,...,100. Cely vypocet jesté ,zabalime® do dalsiho for cyklu, ktery

projde vsechny mozné hodnoty A z mfizky od 0 do 4 s krokem 0.01.

Chaos.m:

3 figure;
4 xStart = 0.30
5 for lambda = 0:0.01:4
X(1) = xStart;
for t = 2:100
X(t) = lambda * X(t - 1) *x (1 - X(t - 1));
end
10 plot (X, '-ob');
11 axis([1 100 0 11);
12 title(strcat ('Lambda="', num2str(lambda)));
13 xlabel('t');
14 ylabel('x');
15 hold off;
16 pause (0.1);
17 end

O 0 N O
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Obrizek 18.1: Trajektorie z; pro A = 2.8. Proces konverguje.
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Obrizek 18.2: Trajektorie z; pro A = 3.2. V procesu se objevuji 2-cykly.
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Obrizek 18.3: Trajektorie z; pro A = 4.0. Proces se chova chaoticky.

Vidime, ze pro néjaké hodnoty A se proces x; ustili na néjaké konstanté jako na obrazku 18.1.
Pro dal$i hodnoty se x; chova cyklicky (objevuji se zde dvojcykly jako na obrazku 18.2 i Ctyfeykly).
A pro nékteré hodnoty se x; chova zddnlivé nihodné (v rovnici ovSem zidna nihoda nevystupuje, vse je
deterministické), nepfedvidatelné, chaoticky jako na obrazku 18.3. Odvétvi matematiky, které se zabyva
dynamickymi systémy, kterou jsou tézko predvidatelné a velmi citlivé na poc¢ate¢ni podminky, se nazyva
teorie chaosu.

18.2 Rovnovainy stav

Budeme hledat rovnovizny stav, tedy takovy stav, do které¢ho kdyz se proces dostane, uz tam ziistane,
tedy x441 = x4 = o*. Pfesnéji, hledame ), pro které existuje lim;_,;,¢ 2. ReSme rovnici

¥ = A" (1 —x%)
A2 4 (1= N)z* =0
x* <)\x* +(1— )\)> =0,

kterda ma resent

¥ =0 nebo =

Konvergenci k bodu 0 pozorujeme pro 0 < A < 1, konvergenci k bodu % prol < A < 3.

18.3 Bifurkacni diagram

Dile si vykreslime tzv. bifurka¢ni diagram. Na horizontalni ose budeme mit hodnoty parametru A a na
vertikdlni ose hodnoty z;. Bifurka¢ni diagram vykresluje ty hodnoty, které systém asymptoticky navstivi.
Napf. pokud se systém pro dané A dostane do bodu 0, ve kterém podle predchozi sekee jiz zistane,
bifurka¢ni diagram vykresli pro toto A pouze hodnotu 0. Chaotické chovani se naopak vyznacuje velkym
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mnozstvim téchto tzv. hromadnych bodd, které pak na obrazku piisobi jako souvisld plocha. Hromadny
bod posloupnosti je takovy bod, ke kterému konverguje néjakd vybrana podposloupnost. Nasim cilem je
vykreslit vsechny hromadné body posloupnosti x; v zavislosti na .

Bifurkacni diagram si v MATLABu vykreslime nasledovné. Pro kazdé A si spocteme trajektorii
systému pro velky pocet krokd, v nasem pripadé pro ¢t = 2,...,500. Prvnich 200 krokd ,zahodime*
(predpokladame, Ze sytém se jesté neustdlil). Zbylych 300 hodnot x4, t = 201, ..., 500 si pak vykreslime
pro dané . Dostaneme tak priblizné ty hodnoty, které proces asymptoticky navstévuje.

s

ChaosBifur.m: Vykresleni bifurka¢niho diagramu

figure;
xStart = 0.30
for lambda = 0:0.01:4
X(1) = xStart;
for t = 2:500
X(t) = lambda * X(t - 1) * (1 - X(t - 1));
end
10 plot (lambda * ones (400, 1), X(101:500), '.b');
11 hold on;
12 axis ([0 4 0 11);
13 xlabel ('lambda');
14 ylabel('x');
15 end

NO 00 ] O\ U1 WA W

Poznamka

Tento kod rozhodné neni idealnim zptisobem, jak bifurka¢ni diagram vykreslit. Vyzaduje totiz velké
mnozstvi bodi, které zatézuji vykreslovaci prostfedi. Pro nase ucely ale tento zplisob postaci.

Pomoci tohoto grafu mizeme uréit, kdy x; sméfuje k fixnimu bodu, kdy se objevuji cykly (napt.
vidime, Ze pro hodnoty A od 3.0 do pfiblizné 3.4 se proces chova jako dvojcyklus) a kdy se rovnice chova
chaoticky (napt. hodnoty A mezi 3.7 a 4.0 prevazné vedou k chaotickému chovéni, ale pro nékolik hodnot
A z tohoto intervalu chaotické chovini zmizi a objevi se cykly).

18.4 Citlivost na pocatecni hodnotu

Chaotické dynamické systémy se vyznacuji velkou citlivosti na pocate¢ni podminky. Podivejme se, jak
bude vypadat trajektorie procesu pro pocate¢ni hodnoty 0.29, 0.30 a 0.31. Pouzijeme podobny skript
jako v uvodu této kapitoly, jen do néj pridame procesy y a z.
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Obrizek 18.4: Bifurka¢ni diagram logistické diferencni rovnice.
ChaosMulti.m: Bifurkacni diagram.
3 figure;
4 xStart = 0.30
5 yStart = 0.31
6 zStart = 0.29
7 for lambda = 0:0.01:4
8 X(1) = xStart;
9 Y(1) = yStart;
10 Z(1) = zStart;
11 for t = 2:100
12 X(t) = lambda * X(t - 1) * (1 - X(t - 1));
13 Y(t) = lambda * Y(t - 1) * (1 - Y(t - 1));
14 Z(t) = lambda * Z(t - 1) * (1 - Z(t - 1));
15 end
16 plot (X, '-ob');
17 hold on;
18 plot (Y, '-or');
19 plot(Z, '-om');
20 axis([1 100 0 11);
21 title(strcat ('Lambda=', num2str (lambda)));
22 xlabel('t');
23 ylabel('x');
24 hold off;
25 pause (0.1);
26 end
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Obrizek 18.5: Trajektorie z; pfi pocate¢nich hodnotach 0.29, 0.30 a 0.31.

Vidime, Ze pro A vedouci k chaotickému chovani jsou trajektorie procesu naprosto odlisné. Pfi redl-
nych aplikacich jsou zndmé hodnoty zatizeny néjakou chybou (at uz chybou méfeni nebo zaokrouhlovaci
chybou zplisobenou pocita¢em) a chaotické chovéni tak znaéné komplikuje predikci v dynamickych sys-
témech.
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Pouzité znaceni

V tomto dodatku je popsino znaceni bézné pouzivané v matematickych textech.

Pismena fecké abecedy )
A «a alfa I  iota P p 16
B [ beta K k kappa Y o sigma
I' v gama A X lambda T 7 tau
A 0 delta M p mi T v ypsilon
E ¢ epsilon N v ny o ¢ fi
Z ( zéta = & ksi X x chi
H n ¢t O o omikron v 9 psi
© 0 théta II = pi 2 w omega
" v
.
Mnotziny ¢isel
N pfirozena Cisla No pfirozend ¢isla véetné nuly
7. cela cisla @Q raciondlni ¢isla
R realnd ¢isla C  komplexni cisla
" v

137




Priloha

Zakladni operace a funkce v Matlabu

Mnoho zde popsanych funkei ma daleko $irsi vyuziti a vice moznosti zaddni argumentd, nez je v tomto
dodatku zminéno. Pro kompletni popis funkci je mozno vyuzit napovédu help v pfikazové fidce Matlabu

nebo oficialni dokumentaci na adrese http://www.mathworks.com/help/matlab/.

[ Vektorové a maticové operace
A+B  seCteni matic
cxA ndsobeni matice skaldrem
A*B  maticové ndsobeni
A.*B  nasobeni matic po slozkich
A”c  maticové mocnéni
A.~ mocnéni slozek matice
A" transpozice matice
a:b:c aritmetickd posloupnost od a do c s velikosti kroku b
v fadkovém vektoru
\
a
Zaokrouhlovaci funkce
round(x) zaokrouhleni x na celé ¢islo
floor(x) zaokrouhleni x doli
ceil(x) zaokrouhleni x nahoru
\
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sum (x)
prod(x)
min(x)
max (x)
diff(x,n)

size(A)
zeros (m,n)
ones (m,n)
eye(n)
diag(x)
eig(A)

abs (x)
exp (x)
log(x)
sin(x)
cos (x)
tan (%)

Vektorové funkce

soucet prvkl vektoru x

soucin prvka vektoru x
nejmensi prvek vektoru x
nejvétsi prvek vektoru x
diference n-tého fadu vektoru x

Maticové funkce

rozméry matice A

matice samych nul o m fddcich a n sloupcich
matice samych jedni¢ek o m fadcich a n sloupcich
jednotkovd ¢tvercovd matice fadu n

¢tvercova matice s diagondlou vektoru x

vlastni ¢isla matice A

Matematické funkce

absolutni hodnota x
exponencidla x
pfirozeny logaritmus x
sinus X

cosinus x

tangens X

Pravdépodobnostni rozdéleni

cdf (name,x,a,b)

pdf (name,x,a,b)
icdf (name,p,a,b)

random(name,a,b, [m,n])

mean (x)
median (x)
var (x)
std(x)

cov (x)
corrcoeff (X)

distribucni funkce rozdéleni name v bodech x

S parametry a a b

hustota rozdéleni name v bodech x s parametry a a b
inverzni funkce k distribu¢ni funkci rozdéleni name

v pravdépodobnostech p s parametry a a b

matice s m fadky a n sloupci ndhodnych ¢isel z rozdéleni
name s parametry a a b

Statistické funkce

pramér vektoru x

medidn vektoru x

rozptyl vektoru x

smérodatna odchylka vektoru x
matice kovarianci sloupc matice X
matice korelaci sloupcti matice X

139



PRILOHA B. ZAKL.ADNI OPERACE A FUNKCE V MATLABU

140

Optimaliza¢ni funkce

linprog(c,A,b)
quadprog(H,f,A,b,Aeq,beq)

csvread('file.csv')
xlsread('file.x1ls"')

fesitel linedrniho programovani
fesitel kvadratického programovani

Nadéitani dat

nadteni souboru file.csv
nacteni souboru file.x1ls

Funkce plot a price s grafy

figure
subplot(m,n,p)

plot(x,y)

plot3(x,y,z)
axis([a,b,c,d])

title('t"')

xlabel('t') /ylabel('t"')
legend('tl','t2',...)
hold on/hold off

grid on/grid off
histogram(x,n)
histfit(x,n,name)

plot3(x, y, z)
surf (X, Y, Z)

contour(X, Y, Z)

meshgrid(x, y)

otevieni nového okna pro graf

rozdéleni okna grafu na m fadkd a n sloupch a vybér
p-tého okénka

vykresleni grafu dat s horizontalnimi souradnicemi x
a vertikalnimi soufadnicemi y

vykresleni trojrozmérného grafu se souradnicemi x, y a z
nastaveni horizontilni osy na rozsah od a do b

a vertikalni osy od ¢ do d

nadpis grafu

popis horizontalni / vertikalni osy

vlozi legendu s popisem jednotlivych kfivek

zapnuti / vypnuti dalSiho zakreslovani do grafu
zapnuti / vypnuti zobrazovani mfizky v grafu
histogram dat x v n sloupcich

histogram dat x v n sloupcich s pfidanou hustotou
rozdéleni name

Vizualizace 3D dat

vykresleni trojrozmérného grafu se soutadnicemi x, y a z
vykresleni trojrozmérného povrchu se souradnicemi X,
a'Y a vyskou Z

vykresleni dvojrozmérnych vrstevnic se soufadnicemi X,
aY avyskou Z

tvorba dvojrozmérné mrizky dané kombinacemi vektort
xay

Konverze typu proménnych

int2str(x)
num2str (x)
mat2str(A)

zaokrouhleni Cisla x a pfevedeni na fetézec
prevedeni Cisla x na fetézec
prevedeni matice A na fetézec jejiho Matlab zdpisu
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help obsah ndpovédy
help name popis funkce name

pause(x) zastaveni programu na X vtefin
break pferuseni priubéhu cyklu
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Seznam teoreticky pojmu

Bootstrapova metoda, 126 Markowitziiv model, 100
. ] Metoda CPM, 40
Cournottv model oligopolu, 106 Metoda LAD, 13

Metoda maximdlni vérohodnosti, 72

Data Envelopment Analysis, 55
Model dravec-kofist, 88

Dopravni problém, 51

Eficientni hranice, 103 Value-at-Risk, 122

_—y L Vynos investice, 97
Kvadratické programovani, 101 y ’

Linedrni programovani, 20 Wienerav proces, 124
Logisticka regrese, 71
Logistické rozdéleni, 71 Uloha maximélniho toku v siti, 34
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Seznam MATLAB funkci

Funkce fminunc, 73

Funkce intlinprog, 59
Funkce 1inprog, 20

Funkce plot a prace s grafy, 140
Funkce plot a prace s grafy, 1
Funkce quadprog, 102

Funkce quiver, 36

Konverze typu proménnych, 140

Matematické funkce, 139
Maticové funkce, 139

Nacditdni dat, 140
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Napovéda, 140

Optimaliza¢ni funkce, 139
Ostatni funkce, 141

Pravdépodobnostni rozdéleni, 2, 139

Specifikace ¢iry ve funkci plot, 4
Statistické funkce, 139

Vektorové a maticové operace, 138
Vektorové funkce, 138
Vizualizace 3D dat, 10, 140

Zaokrouhlovaci funkce, 138



Seznam skriptu

BaB.m, 62-65

BaBPlot.m, 65—67
Blotto.m, 32

CPM.m, 41, 42

Chaos.m, 131
ChaosBifur.m, 134
ChaosMulti.m, 134

DEA.m, 57
DiffOpti.m, 112, 113, 117-120
DuopolyDynamic.m, 109
DuopolyStatic.m, 107, 108
Flow.m, 36, 38

LAD.m, 10-13, 16
LinProg.m, 22, 24
LinReg.m, 3, 5-7, 9
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Logit.m, 69, 71-73, 75
Markowitz.m, 96, 98, 100, 103, 104
Morra.m, 30, 31
NormQuantile.m, 122
NormStudent.m, 2, 7
OutlierSVM.m, 83-86
PredatorPrey.m, 90, 91
RockPaperScissors.m, 26-29
SVM.m, 80-82

SimulCPM.m, 43—45
Transport.m, 53
ValueAtRisk.m, 121, 123, 126, 127
VonNeumann .m, 49

Wiener.m, 124
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