7.Vybrané aplikace optimalizacnich modelu

V této kapitole se budeme vénovat dvéma typiim uloh, pro jejichz
feSeni se vyuzivaji optimalizacni principy. Jedna se o modely analyzy obalu
dat, které se vyuZivaji pro hodnoceni relativni efektivnosti a vykonnosti
souboru produk¢énich jednotek, a dale o modely vicekriterialniho
programovani, jejichZz cilem je zpravidla nalezeni kompromisu mezi
navzajem protikladnymi kritérii.

7.1Modely analyzy obalu dat

Modely analyzy obalu dat (DEA - Data Envelopment Analysis) byly
navrzeny jako specializovany modelovy nastroj pro hodnoceni efektivnosti,
vykonnosti ¢i produktivity homogennich produk¢nich jednotek.

Pod pojmem homogenni produkéni jednotky budeme rozumét soubor
jednotek, které se zabyvaji produkci identickych nebo ekvivalentnich
efekt, které budeme oznacovat jako wvystupy této jednotky. Budeme
uvazovat piredevSim zadouci, tedy pozitivni efekty, tzn. takove, jejichZ vyssi
hodnota vede, za jinak nezménénych podminek, k vysSi vykonnosti dané
jednotky. Pro vytvafeni efektl spotiebovava produkéni jednotka vstupy,
které jsou naopak svoji povahou minimaliza¢ni, tzn. niz§i hodnota téchto
vstuptli vede k vyssi vykonnosti sledované jednotky. Budeme-li uvazovat pii
hodnoceni efektivnosti jeden vstup (typickym vstupem miize byt pocet
pracovnikll pobocky, firmy, zdravotnického zafizeni apod.) a jeden vystup
(typicky to mohou byt trzby, zisk, pocet pacientii apod.), potom lze
efektivnost sledované jednotky vyjadifit velmi snadno pfisluSnym
pomérovym ukazatelem

vystup
vstup

Dostavame tak ukazatele jako jsou trzby nebo zisk na pracovnika, pocet
pacientl na jednoho 1€kafe atd. Pro hodnocené¢ jednotky lze vSak definovat
celou fadu podobnych pomérovych ukazatelli, které vychazeji z riznych
udajl a jejichz vysledky nemusi byt a v typickém piipadé¢ ani nejsou ve
vzajemném souladu. Pi1 hodnoceni celkové efektivnosti dané jednotky je
proto tieba vzit do uvahy vétsi pocet vstupti, ale 1 vystupti.

Uvazujme, ze mame soubor homogennich jednotek U,, U, ..., U,. Pii
sledovani efektivnosti téchto jednotek uvazujeme r vystupli a m vstupd.
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Oznacme X = {x;j,i=1,2,...,m, j=1,2, ..., n} matici vstupti a podobn¢ Y
= {yy, i=1,2, ...,r, j=1,2,..,n} matici vystuptu. Miru efektivnosti
jednotky U, mizeme vyjadiit obecné jako

vazeny soucoucetuptt D4 Viq

(7.1)

|4 4 4 4 O >
vazeny soucoucet tupu iViXia

kde v;, j =1, 2, ..., m jsou vahy piifazené j-tému vstupu a u;, i = 1, 2, ...
jsou vahy pftifazené i-tému vystupu.

r

b

DEA modely vychazeji ztoho, ze pro dany problém existuje tzv.
mnozZina pripustnych moznosti tvorena vSemi moznymi (pfipustnymi)
kombinacemi vstupii a vystupli. Mnozina pfipustnych mozZnosti je urcena
tzv. efektivni hranici. Produk¢ni jednotky, jejichz kombinace vstupll a
vystupil lezi na efektivni hranici, jsou efektivnimi jednotkami, protoze se
nepredpokladd, ze by mohla redlné existovat jednotka, kterd dosahne
stejnych vystuplt s niz§imi vstupy, piipadné vysSich vystupli s niz§imi
vstupy.

Pripad jednoho vstupu a jednoho vystupu

Mnozinu ptipustnych moznosti a efektivni hranici zde budeme
ilustrovat na malém numerickém piikladu. UvaZzujme obchodni fetézec
s osmi pobockami. Kazda z pobocek je charakterizovdna jednim vstupem x
(pocet pracovnikil) a jednim vystupem y (primérné denni trzby v desitkach
tisic K¢). Konkrétni udaje jsou obsazené v tabulce 7.1.

Pobotka U U, Us Uy Us Us U5 Uy
Pocet pracovnikai (x) 12 7 9 3 7 2 9 4
Trzby () 14 12 11 3 4 6 6 9
Trzby/pocet prac. (v/x) 1,17 1,71 1,22 1,00 0,57 3,00 0,67 2,25

Tab. 7.1: Vstupni data pro pripad jednoho vstupu a vystupu

Pro odvozeni toho, jakou podobu ma efektivni hranice a jak tedy
vypadd mnozina produkcénich moZnosti, je tifeba ptijmout predpoklad
o charakteru vynosti z rozsahu pro danou ulohu. Vynosy z rozsahu mohou
byt konstantni, variabilni, rostouci nebo klesajici.

Z ptedpokladu konstantnich vynosu z rozsahu (CRS — constant returns
to scale) plyne, je-li kombinace vstupii a vystupt (x,y) prvkem mnoziny
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ptipustnych moznosti, potom je prvkem této mnoziny i kombinace (ax, ay),
kde o > 0. Znamena to, je-1i n¢jaka produkéni jednotka s kombinaci vstupti
a vystuptll (X, y) jednotkou efektivni, potom bude efektivni 1 jednotka (ax,
ay). Pro nas ilustraéni piiklad je efektivni hranice a mnoZina produk¢nich
moznosti znazornéna na obr. 7.1. Je zde patrné, ze efektivni hranice zde
tvofi obal dat, ktery je konicky. Jedinou efektivni jednotkou (tedy
jednotkou, kterd lezi na efektivni hranici) je zde jednotka Us. To je v tomto
piipad¢ v souladu s vypoctenymi trzbami na jednoho pracovnika, které jsou
pro tuto jednotku nejvyssi — viz tabulka 7.1.

Ostatni jednotky jsou neefektivni, coZ lze dokumentovat naptiklad
na jednotce Us — ta dosahuje vystup y = 9, pficemz spotfebovava vstup ve
vysi x = 4. S hodnotami (4; 9) neni vSak na efektivni hranici. Aby se na tuto
hranici dostala, musela by bud’:

efektivni hranice

mnoZina pr odukénich
mozno sti

® U,

\ \ \ \ >
6 8§ 10 12 pocet prac.

Obr. 7.1: Mnozina produkcnich moznosti — konstantni vynosy z rozsahu

1. Zvysit hodnotu produkovaného vystupu na hranici y° pifi zachovani
soucasné urovné vstupu x. Dostavame tak tzv. virtualni jednotku U’
s virtudlnim vstupem a vystupem (x,)") = (4; 12). SnaZime se tedy
maximalizovat hodnotu vystupu (obecné vystupll) pii zachovani trovné
vstupu (vstupll). Modely, které se snazi najit virtualni jednotku
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maximalizaci vystupli, se oznacuji jako modely orientované na vystupy
(output oriented).

2. Snizit hodnotu spottebovdvan¢ho vstupu na Uroven x* pii zachovani
souCasné urovné vystupu y. Dostdvame tak virtudlni jednotku U’
s virtudlnim vstupem a vystupem (x’,y) = (3; 9). Zde se jedna o mini-
malizaci hodnoty vstupu (obecné vstupll) pii zachovani dané urovné
vystupu (vystupt). Modely, které se snazi najit virtualni jednotku
minimalizaci vystupl, se oznacuji jako modely orientované na vstupy
(input oriented).

3. Kombinaci obou piedchdzejicich moznosti. Tento pfistup se pouziva
v modelech, které se oznacuji jako aditivni nebo odchylkové modely
(additive models, slack-based models).

V naSem ilustratnim piikladu jsou vSechny jednotky kromé Us
za predpokladu konstantnich vynosti z rozsahu jednotkami neefektivnimi.
Jejich miru efektivnosti miizeme ziskat porovnanim trzeb na zameéstnance
s trzbami na zaméstnance jednotky Us:

0< trzba na zmémeéstnanhodnocené jednotky <1

trzba na zaméamestre jednotky U,

Pro jednotku Us tak ziskdvame miru efektivnosti 2,25/3,00 = 0,75. V této
souvislosti je tieba si uvédomit, Ze se jednd o relativni miru efektivnosti.
Relativni proto, Ze jeji hodnota zavisi na celém souboru jednotek. Priddme-
li tedy do souboru novou jednotku, kterd zméni efektivni hranici, zméni se 1
miry efektivnosti ostatnich jednotek. Miru efektivnosti jednotky Us lze
snadno odvodit z obr. 7.1:

1. Pro model orientovany na vystupy to bude podil y/y” =9/12 = 0,75. Je to
tedy podil trzby jednotky Us s trzbami virtudlni jednotky U’’". Z hlediska
interpretace je vhodné&j$i pracovat u vystupové orientované¢ho modelu
s pfevracenou hodnotou y’/y = 12/9 = 1,33. Tu lze interpretovat jako
potifebnou miru navyseni vystupu (trzeb) pro dosazeni efektivni hranice.

2. Pro model orientovany na vstupy se bude jednat o podil x/x" = 3/4 =
0,75. Je to podil poctu zaméstnancti jednotky Us s potem zaméstnancl
virtudlni jednotky U’. Tento ukazatel lze vtomto piipadé piimo
interpretovat jako potfebnou miru redukce vstupu (poctu zaméstnanci)
pro dosaZeni efektivni hranice.

V této souvislosti si lze v§imnout, Ze jsou u obou modela (pfi orientaci na
vstupy 1 vystupy) miry efektivnosti shodné.
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Ptedpoklad variabilnich vynosii z rozsahu (VRS — variable returns to
scale) vede k modifikaci efektivni hranice. Pro na$ ptiklad je za tohoto
ptedpokladu efektivni hranice a mnozina produkénich mozZnosti znazornéna
na obr. 7.2. Je zde patrné, Ze efektivni hranice zde tvoii obal dat, ktery je
konvexni. Na rozdil od pfedchoziho ptipadu, kde byla pouze jedna jednotka
oznacena jako efektivni, jsou zde efektivni jednotky c¢tyti: U, U,, Us a Us.
Je to zplsobeno tim, Ze zde neplati pozadavek, Ze pro zachovani
efektivnosti musi byt a-ndsobek vstupti doplnén stejnym ndsobkem
vystupll. VRS vede k tomu, Ze jednotka bude efektivni 1 kdyZ pomérny
narust vynost bude niZsi ptipadné vyssi nez odpovidajici nartist vstupl. Za
pfedpokladu VRS je mira efektivnosti hodnocenych jednotek vyssi (nebo
pfesnéji neni niz$i) nez pfi uvazovani CRS. To lze ukazat na ptikladu
jednotky Us.

trzba
A
¥’ v _~*0
efektivni hranice
12 U’ U,
y : ® U,
10
Us mnozina pr oduk¢énich
8 7 : mozno sti
6 ® U
N ™
4 Us
)
\ I \ \ ! >
0 2 4 x° 6 8 x10 12 pocet prac.

Obr. 7.2: Mnozina produkcnich moznosti — variabilni vynosy z rozsahu

Pti uvazovani CRS je mira efektivnosti jednotky U; rovna 1,22/3,00 = 0,407
a bude stejnd at’ uz budeme pouzivat model orientovany na vstupy nebo
na vystupy. Za predpokladu VRS bude v modelu orientovaném na vstupy
mira efektivnosti uréena pomérem x’/x = 6/9 = 0,667. Ve stejném modelu
orientovaném na vystupy to bude ale y/y” = 11/13 = 0,85 nebo pievracend
hodnota y’/y = 1,18 (hodnoty x’, y" jsou piiblizn¢ odvozeny z obr. 7.2).
Z toho je zieymé, ze mira efektivnosti v modelech s VRS miize byt, a
zpravidla i je, rizné pii uvazovani orientace na vstupy a na vystupy.



216

7. Vybrané aplikace optimalizacnich modeld

Piipad dvou vstupi a jednoho vystupu

Pro znazornéni situace, kdy je kazda jednotka charakterizovana dvéma
vstupy a jednim vystupem, budeme ptedpokladat, Ze vystupy vSech jednotek
jsou shodn¢, jednotkové. Samoziejmé, Ze tento pifedpoklad neodpovida
realité, ale lze jej splnit tak, Ze oba vstupy nahradime jejich podilem
s hodnotami vystupu, tj. Vstup 1/ Vystup a Vstup 2 / Vystup. Dostavame
tak vstupy na jednotku vystupu. To lze jiz velmi snadno znazornit grafem,
ktery je pro jednoduchy ilustra¢ni ptiklad zndzornény na obr. 7.3. Vstupni
udaje pro tento piiklad jsou v tabulce 7.2.

Jednotka U
Vstupl(x) 1 3 2 4 5 7 9 12
Vstup 2 (x*) 7
Vystup (') 1

Juu | u|us|us|u | v

9 4 5 4 2 5 1
1 1 1 1 1 1 1

Tab. 7.2: Vstupni data pro pripad dvou vstupii a jednoho vystupu

vstup 2 / vystup
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Obr. 7.3: Mnozina produkcnich moznosti — dva vstupy

7 hlediska efektivnosti budou niz$i hodnoty vstupi na jednotku
vystupu vést k vysSi efektivnosti. Z grafu na obr. 7.3 je zifejmé, Ze
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efektivnimi jednotkami zde jsou jednotky U, Us, Us a Us. Jsou to jednotky,
ke kterym neexistuji jiné jednotky s lepSimi hodnotami obou vstupil na
jednotku vystupt. SoucCasné ani neexistuje zadnd linearni kombinace
ostatnich jednotek, kterd by vykazovala lepsi (pfesnéji ne hor$i) hodnoty
sledovanych charakteristik. Uvedené jednotky budou oznaceny jako
efektivni a budou vytvaret efektivni hranici, ktera je na obr. 7.3 zvyraznéna
silnou lomenou Carou. Tato efektivni hranice zde opét definuje mnoZinu
produkénich mozZnosti.

Ostatni jednotky naseho piikladu efektivni nejsou. To lze ilustrovat
na ptipadu jednotky Us. Tato jednotka nelezi na efektivni hranici a rtizné
DEA modely se 1i$i pouze vtom, jakym zpisobem méii vzdalenost od
efektivni hranice. Tato vzdalenost je potom vlastné¢ mirou efektivnosti
hodnocené jednotky. Zakladni DEA modely, které budeme formulovat dale
v tomto oddilu, méfi tuto vzdéalenost radidlné a urcuji tak v podstaté miru
redukce obou vstupi pro dosazeni efektivni hranice. V tomto piipadé
dostavame virtudlni jednotku tak, jak je zndzorné€no na obr. 7.3 — jedna se
o jednotku U’. Mira efektivnosti je zde potom urcena jako podil OU’/OUs.
Pro nas ilustraéni ptiklad lze pomérné snadno odvodit, Ze vstupy na
jednotku vystupu virtualni jednotky U’ jsou (4; 3,2). Mira efektivnosti
jednotky Us je tedy 4/5 = 3,2/4 = 0,8. Tuto hodnotu lze interpretovat 1 tak,
ze pro dosazeni efektivni hranice musi jednotka Us snizit oba vstupy na
80 % soucasné hodnoty (pifi zachovani soucasné rovné vystupu).

Kromé¢ radidlniho zptisobu méfeni vzdalenosti od efektivni hranice Ize
pouzit fadu dalSich moZnosti. Na obr. 7.3 jsou znazornény dalsi dvé. Aby se
jednotka Us stala efektivni, stacilo by sniZit prvni vstup ze soucasné
hodnoty 5 na uroven 2 pii zachovani Urovné druhého vstupu 1 vystupu.
Dostali bychom tak virtualni jednotku se vstupy (2; 4) — v tomto ptipad¢ by
byla tato virtudlni jednotka totozna sredlnou jednotkou U,. Druhou
znazornénou moznosti je snizit druhy vstup ze soucasné urovné 4 na
hodnotu 2,8. Virtudlni jednotka se vstupy (5; 2,8) by jiz leZela na efektivni
hranici.

Pripad jednoho vstupu a dvou vystupi

Budeme-li uvazovat ilustra¢ni pfiklad sjednim vstupem a dvéma
vystupy, bude se v mnohém jednat o analogii predchazejiciho piipadu.
Uvazujeme zde jednotkovy vstup nebo spiSe vystupy na jednotku vstupu
(napt. trzby na jednoho pracovnika, pocet zakaznikii na pracovnika apod.)
Data pro velmi jednoduchy ilustra¢ni ptiklad jsou obsaZena v tabulce 1.3.

Jednotka U G| u|us| v U v
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Vstup (x)) 11 1 1 1 1 1 1
Vystupl () 3 4 7 2 5 9 10 12
Vistup2(®) 9 6 8 5 4 3 6 2

Tab. 7.3: Vstupni data pro pripad jednoho vstupu a dvou vystupii

Situace, kterd odpovida vstupnim datlim, je zndzornéna na obr. 7.4. Je
zfejmé, Ze vyssi vystupy povedou k vyssi efektivnosti. Efektivni hranice je
zde proto tvofena jednotkami U,, Us;, U; a Us. Jednotky U,, U,, Usa U;
nejsou efektivni, coz je v tomto piikladu naprosto evidentni, nebot’ ke vSem
témto jednotkdm existuje jind realnd jednotka, kterd je lepSi v obou
charakteristikach. Napftiklad k jednotce Uss vystupy (5;4) lze najit
jednotku U; s vystupy (10; 6).

vystup 2 / vstup

A
10 7 U, efektivni hranice
8
6
4
2
Usg
\ \ \ \ \ \ >
0 2 4 6 8 10 12 vystup 1/ vstup

Obr. 7.4: Mnozina produkcnich moznosti — dva vystupy

Doséahnout efektivni hranici lIze zde podobné jako v predchézejici
ilustraci. Radialni zpisob hled4 virtualni jednotku (na obr. 7.4 oznacena U
"), kterd bude projekci zvolené neefektivni jednotky na efektivni hranici.
Vysledkem je mira efektivnosti, kterd urcuje, o kolik procent je tfeba
navysit oba vystupy pro dosazeni efektivnosti. Na obr. 7.4. je tato situace
ilustrovana na piipadu jednotky Us. Mira efektivnosti je zde urena podilem
0U’/0Us. Vypoctem by bylo mozné se piesvédCit, ze vystupy virtudlni
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jednotky U’ jsou (8,64; 6,91). Mira efektivnosti jednotky Us je tedy 8,64/5 =
6,91/4 = 1,727. Znamena to, Ze se jednotka Us dostane na efektivni hranici,
pokud navysi oba své vystupy o cca 73 %.

VSimnéte si, Ze v predchozim piipadu byla mira efektivnosti
u neefektivnich jednotek nizs$i nez jedna, zde je naopak vysSsi nez jedna.
Vysvétlyje to 1 interpretace obou situaci. V ptedchozim ptipadé vyjadiovala
mira efektivnosti potfebnou redukci vstupli pro dosazeni efektivni hranice
(Jednd se o model orientovany na vstupy). Zde udava mira efektivnosti
potfebné navySeni vystupli pro dosazeni efektivni hranice (model
orientovany na vystupy).

Krom¢ radidlniho zpisobu dosaZeni efektivni hranice 1ze aplikovat 1 jiné
pristupy. Dalsi dvé moznosti pro jednotku Us jsou zndzornény na obr. 7.4.
Lze navysit prvni vystup beze zmény druhého. Dostavame tak virtualni
jednotku s vystupy (11;4), ktera uz lezi na efektivni hranici. Analogicky lze
navysit druhy vystup beze zmény prvniho. Virtualni jednotka, ktera lezi na
efektivni hranici, je zde charakterizovana vystupy (5; 8,5).

Zikladni modely analyzy obalu dat

CCR model

Prvni DEA model byl navrzen Charnesem, Cooperem a Rhodesem
v roce 1978. Podle autorti tohoto modelu byva oznacovan jako CCR model.
Tento model maximalizuje miru efektivnosti hodnocené jednotky U,, ktera
je vyjadiena jako podil vazenych vystupti a vazenych vstupa (7.1), pii
dodrzeni podminek, ze miry efektivnosti vSech ostatnich jednotek jsou
mens$i nebo rovny jedné. Pro kazdou jednotku tak dostdvame pomoci vah
pro vstupy vi, i =1,2,...,m, virtualni vstup a pomoci vah pro vystupy ui,
i =1,2,...,r, virtualni vystup:

virtualni vstup = vixiq + vaxaq + . . . + ViXimg

virtuadlni vystup = uyiq + uzy2q + . . . F Uprq .
CCR DEA model pocita vahy vstupil a vystupli optimalizacnim vypoctem
tak, aby to bylo pro hodnocenou jednotku co nejptiznivéjsi z hlediska jeji
efektivnosti (maximalizuje se mira efektivnosti hodnocené jednotky) pii
dodrZzeni podminek maximalni jednotkoveé efektivnosti vSech ostatnich
jednotek. Cely model lze pro jednotku U, formulovat jako ulohu linedrniho
lomeného programovéani nasledovné:

Z: uiyiq
m

i Vi%iq

maximalizovat z =

b
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Zf U; Vi

za podminek = =<1, k=1,2, ...,n, (7.2)
2 Vi
ui>¢, i=1,2,...,r,
V2 €, j=12,...,m,

kde z je mira efektivnosti jednotky U, € je infinitezimalni konstanta,
pomoci které model zabezpecuje, Ze vSechny vahy vstupt a vystupli budou
kladn¢ abudou tak tedy alespoii né¢jakou minimdlni meérou v modelu
zahrnuty, xi, i = 1,2,...,m, k = 1,2,...,n, je hodnota i-t¢ho vstupu pro jednotku
Uk ayi, i = 1,2,...,r, k = 1,2,...,n, je hodnota i-t€ho vystupu pro jednotku Uk.
Hodnoty vstupti a vystupli jsou uspotadany do matic X a Y, které maji
rozm¢ér (m, n) resp. (v, n):

x“ X12 xln
le X22 cee X2
X = " ,
_xml xm2 an_
Yu Vi oo Vm
Y = Yo Vo o Vo
_yrl yrZ yrn_

Uloha (7.2) miZe byt snadno pievedena na standardni tlohu linedrniho
programovani pomoci Charnes-Cooperovy transformace, kterd je popsana
v Casti 3.3. téchto skript. Upravend lloha ma potom nasledujici podobu:

. . T
maximalizovat z= Zi Ui Vigs

za podminek iUV S v, k=12, ..m, (7.3)
2 Vixig =1,
U= e, i=1,2,...,r,
V> €, j=12,...,m.

Hodnocena jednotka U, lezi na CCR efektivni hranici a oznacuje se jako
CCR efektivni v ptipadé, Ze optimalni hodnota miry efektivnosti, vypoctena
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modelem (7.3), je rovna jedné, tj. z* = 1. Pro neefektivni jednotky bude
platit, ze je jejich mira efektivnosti nizsi nez jedna. Model (7.3) byva
oznacovan jako primarni CCR model orientovany na vstupy (primarni
CCR-I model).

Z vypocetniho hlediska 1 z hlediska interpretace je nékdy vyhodné
pracovat s modelem, ktery je dudlné sdruzeny k modelu (7.3). Tento model
se n¢kdy oznacuje jako dudlni CCR model orientovany na vstupy (dudlni
CCR-I model) a jeho formulace vypada nasledovné:

minimalizovat 04

za podminek DA <0, x,,  i=12,..,m, (7.4)

A >0, i=12,..n,

kde A= (A1, Ay, ..., M), A =0, je vektor vah, které jsou pfifazené danym
jednotkdm. Jedna se o vektor proménnych tohoto modelu. Dalsi proménnou
je zde 0, kterd je mirou efektivnosti hodnocené jednotky U,. Proménna 0,
se mize rovnéZ interpretovat jako potfebnd mira redukce vstupt pro
dosazeni efektivni hranice a jeji hodnota bude mensi nebo rovna jedné.

Pti hodnoceni jednotky U, se model pokousi najit virtudlni jednotku
charakterizovanou vstupy XA a vystupy YA, které jsou linearni kombinaci
vstupll a vystupt ostatnich jednotek daného souboru a kter¢ jsou lepsi (nebo
pfesnéji nejsou horsi) nez vstupy a vystupy hodnocené jednotky U,. Pro
vstupy a vystupy virtudlni jednotky musi tedy platit XA < 64 x4 a YA > y,,
kde x4 a yq jsou vektory vstupti a vystupl jednotky U,. Jednotka U, je
oznacena za efektivni, pokud virtudlni jednotka s uvedenymi vlastnostmi
neexistuje, resp. virtudlni jednotka je totoznad s hodnocenou jednotkou, tzn.
plati XA = x4 a YA =y, To nastavd pravé tehdy, je-li proménna 6, = 1.
Soucasné vSak musi byt rovny nule vSechny piidatné proménné, které
pfevadéji nerovnosti v modelu (7.4) na rovnost. Po doplnéni téchto
proménnych do tohoto modelu bude mit vypocetni tvar CCR-I modelu
nasledujici tvar (pouzijeme uspornéjsi maticovy zapis):
minimalizovat  z=0,— ¢(e's" +e's),

za podminek XA+ s =0¢Xq, (7.5)
Y}h - S+ = yq )
A s, s >0,
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kde s a s” jsou vektory piidatnych proménnych v omezenich pro vstupy
avystupy, e'=(1,1,...,1) a ¢ je infinitezimalni konstanta, kterd se voli
zpravidla rovna 10®. Hodnocena jednotka U, je efektivni, jsou-li splnény
nasledujici dvé podminky:

1. Optimalni hodnota proménné 0%, je rovna jedné.
2. Optimalni hodnoty viech piidatnych proménnych ', i = 1,2,...r a s,
i=1,2,....,mjsou rovny nule.

Jednotka U, je tedy CCR efektivni, pokud je optimalni hodnota
ucelové funkce modelu (7.5) rovna jedné. V opacném piipad¢ jednotka
efektivni neni. Optimalni hodnota ucelové funkce z* se oznacuje jako mira
efektivnosti hodnocené jednotky (vzhledem k nekone¢né mal¢ hodnoté
konstanty & se z* vpodstat¢ shoduje soptimalni hodnotou 6%,). Je
efektivni v ramci uvazovaného souboru jednotek. U neefektivnich jednotek
je zpravidla optimalni hodnota 0%, mensi nez jedna. Tato hodnota potom
ukazuje potiebu proporciondlniho snizeni (tedy zlepSeni) vstupti tak, aby se
jednotka U, stala efektivni. Vyraznym rysem a vyhodou DEA modeld neni
tedy pouze to, ze umoznuji ziskat odhad miry efektivnosti pro jednotky
dan¢ho souboru a na zdklad¢ této miry jednotky uspotadat, ale predevSim
skute¢nost, ze poskytuji rozhodovateli informace o tom, jakym zplsobem
by se mélo zlepSit chovani hodnocené jednotky tak, aby se tato jednotka
stala efektivni. Ziskat tyto cilové hodnoty pro dosazeni efektivni hranice
(ozna¢ime je X4  a yq') lze z optimalnich vysledk modelu (7.5) dvojim
zpusobem:

1. x," =X\, y, =YL, kde A" je vektor optimalnich hodnot vah
vypoctenych modelem (7.5).

2. Xg = 0%Xq— s,y = yqt+ s*, kde symboly s hvézdickou (*) jsou
vektory optimalnich hodnot proménnych modelu (7.5).

Modely (7.3) a (7.5) jsou modely, které jsou orientované na vstupy —
snazi se zjistit, jakym zplisobem zlepSit vstupni charakteristiky
hodnocenych jednotek tak, aby se jednotky staly efektivnimi. Analogicky
lze formulovat modely orientované na vystupy. Primarni CCR model
orientovany na vystupy (primarni CCR-O model) je formulovan takto:

. . . m
minimalizovat &= VX,
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za podminek DUy Sz;nvjxjk , k=1,2, ...,n, (7.6)
Ziruiyiq :17
u > ¢, i=1,2,...,r,
Vi ¢, j=12,...,m.

Dualni CCR model orientovany na vystupy (dualni CCR-O model) se
potom v maticové podobé formuluje takto:

maximalizovat g = ¢, + e(e's" +e's"),

za podminek XA+ 8 =Xq, (7.7)
Y;\‘ - S+ - (I)qu H
A8, s >0.

Interpretace vysledki modelu (7.7) je podobna, jako tomu bylo
u predchazejictho modelu (7.5). Jednotka U, je efektivni, je-li optimalni
hodnota uceloveé funkce g* = 1. Pokud je tato hodnota vétsi nez jedna,
jednotka efektivni neni a optimalni hodnota proménné ¢*, zde vyjadiuje
potfebu proporcionalniho navysSeni vystupti pro dosazeni efektivnosti.
Cilové hodnoty vstupll a vystupll X4” a yq" pro CCR model orientovany na
vystupy se ziskaji analogicky pfedchozimu modelu:

1. xg" =X\, y =YL, kde A" je vektor optimalnich hodnot vah
vypoctenych modelem (7.7).

2. X = Xq— 8%,y = 0%y, t s*, kde symboly s hvézdickou (*) jsou
vektory optimalnich hodnot proménnych modelu (7.7)

Pro optimalni feSeni CCR modelli pfi orientaci na vstupy a na vystupy
plati, Ze jsou miry efektivnosti (hodnoty ucelovych funkci obou modell)
pievracené hodnoty, tj. z* = 1/g*.

BCC model

CCR model predpoklada konstantni vynosy z rozsahu a definuje tak
konicky obal dat. V roce 1984 navrhli Banker, Charnes a Cooper modifikaci
tohoto modelu, ktera uvazuje variabilni vynosy z rozsahu (klesajici, rostouci
nebo 1 konstantni). Tento model byva €asto oznacovan jako BCC model.
V tomto piipad¢ se konicky obal dat méni na konvexni, coz vede k tomu, Ze
je pii pouziti BCC modelu oznacen za efektivni vyssi pocet jednotek. Tuto
skute¢nost jsme ilustrovali na jednoduchém ptikladu v ptedchazejicim
oddilu této kapitoly — viz obr. 7.1 a 7.2. Pro analyzu efektivnosti jednotek
pi1 uvazovani variabilnich vynosi zrozsahu sta¢i modely (7.5) a (7.7)
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rozsitit o podminku konvexnosti e'A = 1. Dualni BCC model orientovany na
vstupy (duélni BCC-I model) bude mit tedy nasledujici podobu:

minimalizovat z=0,—¢(e's" +e's),

za podminek XA + 8 =0¢Xq, (7.8)
YA -s"=y,,
e'A=1,
AsT, s >0,

kde vSechny symboly pouzité v této formulaci maji stejnou interpretaci jako
u modelu (7.5). Naprosto shodnym zptsobem lze zde ziskat i cilové hodnoty
vstupt a vystupti pro neefektivni jednotky. Stejné tak 1ze identifikovat BCC
efektivni jednotky. Musi opét platit, Ze hodnota radidlni proménné 0, je
rovna jedné a soucasn¢ vSechny ptidavné proménné s;’, si jsou rovny nule,
tzn. optimalni hodnota ucelové funkce modelu (7.8) z* = 1. Jednotky, které
nejsou efektivni, maji hodnotu z* < 1. Formulaci dudlniho BCC modelu
orientovaného na vystupy si Ctenar jisté doplni sam.

Pro tplnost zde jesté¢ uvadime matematicky model primarniho BCC
modelu orientovaného na vstupy (primarni BCC-I model):

. . r
maximalizovat zZ= Zi Uy + 4,

Za pOdminek Ziruiyik + 88 < Z;n ijjk 5 k = 19 2) . 1, (79)
2 V% =L
u>e, i=1,2,...,r,
VjZS, j:1,2,...,m,

u - libovolné.

kde p je dualni proménna pfifazena podmince konvexnosti e"A = 1 modelu
(7.8). Modely (7.8) a (7.9) jsou navzajem dualné sdruzené, a proto jsou opti-
malni hodnoty ucelovych funkci obou modelli shodné a stejné tak je
1 interpretace vysledki shodna. Modely (7.3) a (7.9) se liS§i pouze v tom,
jakych hodnot miize nabyvat proménna p. V CCR modelu je hodnota této
proménné rovna nule - pn=0, v BCC modelu miZe byt tato proménna
libovolnd (mize nabyvat kladnych 1 zdpornych hodnot a samozieymé 1
nulové hodnoty).
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Vzhledem ktomu, Ze formulace primarniho BCC modelu
orientovaného na vystupy (primarni BBC-O model) nemusi byt ziejma,
uvadime ji zde take:

. . . m
minimalizovat ~ g=>"v,x, +V,

za podminek DUy S vixy v, k=1,2, .,n, (7.10)
z:uiyiq :1:
U > €, i=1,2,...,r,
Vi€, j=12,...,m,

v - libovolné,

kde v je dualni proménna piisluSejici podmince konvexnosti e'A = 1
duélniho BCC-O modelu. Pro BCC efektivni jednotky je optimalni hodnota
ucelové funkce g* rovna jedné, pro neefektivni jednotky je vétsi nez jedna a
udava miru navySeni vystupli pro dosazeni efektivni hranice.

Jak jsme jiz uvedli, predpokladaji CCR modely konstantni vynosy
z rozsahu (CRS) a BCC modely variabilni vynosy z rozsahu (VRS). Malou
upravou podminek pro soucet proménnych A v dudlnich modelech (bez
ohledu na orientaci modelu), podminek pro hodnoty proménné p primérniho
modelu orientovaného na vstupy (7.9) a proménné v modelu orientovaného
na vystupy (7.10), mizeme dostat dalSi modifikace téchto modela
ptedpokladajici neklesajici vynosy zrozsahu (NDRS - non-decreasing
returns to scale) ptipadné nerostouci vynosy zrozsahu (NIRS - non-

increasing returns to scale). Piehledn¢ uvadi modifikaci téchto podminek
tabulka 7.4.

Vynosy z rozsahu primarni primarni dualni model
model model (7.8)
(7.9) (7.10)
CRS - konstantni =0 v=0 e"\ - libovolné
VRS -variabilni 1 - libovolné v -libovolné  e"A=1
NIRS - nerostouci n<o0 v>0 e <1
NDRS - neklesajici p >0 <0 elh > 1

Tab. 7.4: Modifikace podminek pro rizné vynosy z rozsahu

Priklad 7.1 — zakladni ilustrace DEA modelu
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Vyse wuvedené modely a jejich vysledky budeme ilustrovat
na numerickém piikladu, jehoZ vstupy a vystupy jsou uvedeny v tabulce 7.1.
Pro konstantni vynosy z rozsahu byl tento piiklad graficky feSen na obr. 7.1,
pro variabilni vynosy z rozsahu na obr. 7.2. Z té€chto obrazku je patrné, Ze
jako CCR-efektivni je v této uloze pouze jedina jednotka Us. Pro BCC
model se konicky CCR obal méni na konvexni a pocet BCC efektivnich
jednotek je zde vySsi. V této uloze se konkrétné jednd o jednotky U, Us, Us
a Us. UkaZeme si nejprve, jak zde konkrétné vypadd formulace CCR modelu
orientovaného na vstupy pti hodnoceni efektivnosti jednotky Us; - pouZzijeme
dudlni CCR-I model (7.4). Pfislusna uloha linearniho programovani bude
mit nasledujici podobu:

minimalizovat z=0;—¢(s1"+51),

za podminek 12\, + 7h,+ ..+ 2 e+ ... t4hs + 5, =905, (7.12)
147\.1 + 127\2 + ...+ 6}\,6+ ..t 97\48 - S1+: 11 5
ALi>0,i=12,..8,5720,5">0.

Tato tloha ma optimalni feSeni z* = 0%, = 0,4074, s, = 0, 5,7 =0, L * =
1,833 a vSechny ostatni proménné A jsou rovny nule. Jednotka Us tedy neni
CCR-efektivni a jeji mira efektivnosti je 0,4074. Aby se efektivni stala,
musela by snizit svlij vstup (pocet pracovnikll) z hodnoty 9 na hodnotu
2.1,833=9.0,4074 = 3,667.

Pokud bychom pouzili BCC model, sta¢i doplnit tlohu (7.12) o podminku:
7L1‘|‘7\,2+...+7L8 = 1

Optimalni feSeni takto upravené ulohy je z* = 0*; = 0,6667, s; = 0, s, = 0,
A* = 0,667, A* = 0,333 a vSechny ostatni proménné A jsou rovny nule.
Jednotka U; tedy neni ani BCC-efektivni a jeji mira efektivnosti je 0,6667.
Aby se efektivni stala, musela by snizit pocCet pracovnikli z hodnoty 9 na
hodnotu 7.0,667 +4.0,333 =9.0,667 = 6.

V tabulce 7.5 jsou obsazeny pro kazdou jednotku vypocltené miry
efektivnosti (pro CCR-I 1 BCC-I model) a cilové hodnoty vstupt. Cilové
hodnoty vystupll se v tomto ptipadé neméni, a proto je neuvadime.

Pro tplnost uvadime 1 konkrétni formulaci primarniho CCR-I modelu
(7.3) pro hodnoceni efektivnosti jednotky Us:

maximalizovat z=11u,,

za podminek 14, < 12vi, 12u0 < Ty,
11M1S9V1 ) 3M1S3V1 .
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4M1S7V1 ) 6M1S2V1 )
6u; <9, Qu,<4v, ,
ovi=1 ,

u=ze,viZe.

Uvedena optimaliza¢ni uloha ma feseni vi = 0,111 a u; = 0,037 s hodnotou
ucelové funkce z* = 0,4074, jejiz hodnota je shodna s optimalni hodnotou
ucelove funkce ulohy (7.12).

CCR-I model BCC-I model
mira hodnota mira hodnota

efektivnosti pivodni  cilova efektivnosti plivodni  cilova
Uy 0,3889 12 4,666 1,0000 12 12,000
U, 0,5714 7 4,000 1,0000 7 7,000
Us 0,4074 9 3,666 0,6667 9 6,000
U, 0,3333 3 1,000 0,6667 3 2,000
Us 0,1905 7 1,333 0,2857 7 2,000
Us 1,0000 2 2,000 1,0000 2 2,000
U, 0,2222 9 2,000 0,2222 9 2,000
Us 0,7500 4 3,000 1,0000 4 4,000

Tab. 7.5: Vysledky DEA analyzy (CCR a BCC model)

Modely super efektivnosti

V zékladnich DEA modelech, o kterych jsme se zminili
v predchazejicich oddilech, je efektivnim jednotkam pfifazena jednotkova
mira efektivnosti. V zavislosti na typu zvolené¢ho modelu, ale pfedev§im na
vztahu mezi poCtem jednotek a poctem vstupi a vystupd, miize byt ale
efektivnich jednotek pomérné velky pocet. Kvilli moznosti klasifikace
efektivnich jednotek bylo navrZzeno nékolik definic tzv. super efektivnosti.
V DEA modelech super efektivnosti ziskavaji plivodni efektivni jednotky
miru super efektivnosti vyssi nez jedna (pro modely orientované na vstupy)
nebo niZ8i nez jedna (pro modely orientované na vystupy). Tato skute¢nost
umoznuje klasifikaci efektivnich jednotek, coz mize byt jedna z dilezitych
informaci, které uZivatel pozaduje.

Vsechny modely super efektivnosti jsou zaloZzeny na tom, Ze se pfi
vypoctu miry super efektivnosti vaha piivodni efektivni jednotky poloZzi
rovna nule (hodnocend jednotka se takto v podstat¢ vyjme ze souboru
jednotek), coz ma za nasledek zménu plvodni efektivni hranice. Model
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super efektivnosti potom méti vzdalenost mezi vstupy a vystupy hodnocené
jednotky od nové efektivni hranice.

Tato skuteCnost je ilustrovana na ptikladu zavodu tohoto oddilu.
Uvazujeme BCC efektivni hranici (viz obr. 7.2) a vypocet super efektivnosti
pro jednotku U,. Po vyjmuti jednotky U, ze souboru se plvodni BCC
efektivni hranice, kterd je na obr. 7.5 vyznacena ¢arkované, modifikuje tak,
jak je naznaCeno na obrazku. Mira super efektivnosti je potom vlastné
vzdalenost bodu U, od nové efektivni hranice a jednotlivé DEA modely
super efektivnosti se li§i v tom, jak tuto vzdalenost méfi. Na obr. 7.5 je

vyznac¢ena jedna moZznost — super efektivnost je vzdalenost mezi body U, a
U*.

>
0 2 4 6 8§ 10 12 pocet prac.

Obr. 7.5: Super efektivnost

Prvnim modelem super efektivnosti byl model Andersena a Petersena
(1993), ktery je pro konstantni vynosy z rozsahu formulovan nasledovné:

minimalizovat 0,

zapodminek D XA +s; =0.x, i=1,2, .., m, (7.13)

=l#q
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Zyijx‘j _S;r = Vig> i=1,2,..,r,

j=1,2q

Ai=0,4=0,5">0,s >0.

Pro variabilni vynosy z rozsahu je tento model doplnén podminkou e"A = 1
s tim, Zze Aq = 0.

Priklad 7.2 — hodnoceni efektivnosti firem

Vysledky, které poskytuji DEA modely (CCR a BCC) budeme
ilustrovat na ptikladu hodnoceni efektivnosti firem. Jedna se o ¢eské firmy
z odvétvi vyroby nabytku s minimalnim poctem pracovnikli 50. Kazda
z firem je charakterizovana Ctyfmi vstupy - celkové ndklady v milionech
Euro, pocet pracovnikli, mzdové naklady v milionech Euro a disponibilni
plocha pro vyrobu vm’ — a jednim vystupem, kterym je obrat firmy
v milionech Euro. Konkrétni data jsou uvedena v tabulce 7.6.

Firm Naklad Pocet Mzd.nakl. Plocha Obrat
y prac. mil. Euro m? milEuro
mil.Euro

1 2,400 100 0,733 1 500 2,600
2 5,433 117 0,833 3600 6,167
3 2,767 65 0,600 3000 3,000
4 36,667 1748 0,110 86500 34,333
5 6,767 202 1,067 3200 7,367
6 1,800 138 0,800 5600 2,333
7 3,667 92 0,400 5000 3,733
8 2,700 110 0,667 4 000 2,300
9 1,867 112 0,667 4 800 1,967
10 4,433 106 0,700 3000 4,400
11 3,067 80 0,500 5372 3,633
12 1,600 53 0,233 1200 1,600
13 2,000 59 0,567 2 400 1,967
14 2,633 102 0,933 5000 2,667
15 7,333 389 2,800 27000 7,267
16 15,367 544 4,033 2000 15,100
17 21,300 600 4,633 30000 19,933
18 2,267 71 0,400 2018 2,300
19 5,067 61 0,667 2 800 4,900

Tab. 7.6: Vstupni data — hodnoceni firem
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Miry efektivnosti vypoctené CCR-I a BCC-I modelem jsou obsazeny
v tabulce 7.7. Je patrné, Ze jednotky BCC-efektivni jsou soucasné CCR-
efektivni. Kromé téchto idajii obsahuje tabulka 7.7 miry super efektivnosti
vypoctené podle Andersenova a Petersenova modelu (7.13). Tyto miry jsou
samoziejme¢ vypoctené pouze pro jednotky, které bylo standardnim
modelem hodnoceny jako efektivni. Symbol ,xxxx‘ v poslednim sloupci u
ctvrté firmy udava, ze miru super efektivnosti neni mozné danym modelem

spocitat - tloha (7.13) nema ptipustné feseni.

model

0,962
1,000
0,939
1,000
1,000
1,000
0,986
0,717
0,839
0,874
1,000
0,889
0,843
0,841
0,796
1,000
0,798
0,883
1,000

Firm
a

ek |k k| | ek | ek | )
X AN E Do m =0 N B W=

CCR-1 CCR-I
supereff

1,084

33,441
1,117
1,094

1,039

3,280

1,524

BCC-1
model

1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
0,757
0,911
0,890
1,000
1,000
0,952
0,865
0,907
1,000
1,000
0,950
1,000
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BCC-I
supereff

1,039
1,107
1,013
XXXX
1,150
1,183
1,038

1,070
1,716

9,846
1,411

1,577

Tab. 7.7: Miry efektivnosti — hodnoceni firem

V zéavéru této Casti uvadime v tabulce 7.8 piehled vSech DEA modeld,
které byly v této Casti skript formulovany (jedna se o dudlni formulace).
Ugelova funkce a omezujici podminky jsou z tabulky 7.8 pii orientaci na
vstupy 1 vystupy ziejmé. Podle predpokladu o charakteru vynosi z rozsahu
je tteba zvolit vZdy jednu z uvedenych podminek, ptipadné zvolit podminku

pro model super efektivnosti.
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DEA modely (dudlni formulace)

orientace na vstupy orientace na vystupy

m T m T
min  z=0 —S(Zs{ +Zsfj, max g=0 +8(ZS( +2Si+),
i1 i1 i1 o1

Za podm z ijij +Si_ =0 Xiq ) Za podm Z ijij +Si_ = Xiq )
j=1 =
ij%j _S;r:yiq: ijyij —s; :d)yiq:
i=l i=l

Kj > 0, Si+ > 0, Si = 0,

CRS (konstantni) 2ok = free,

VRS (variabilni) 2k =1,

NDRS (neklesajici) 2ok <],

NIRS (nerostouci) 2;1 A >,

super efektivnost hq=0.

Tab. 7.8: Prehled DEA modeli

7.2Vicekriterialni a cilové programovani

Ulohy vicekriterialniho programovéni jsou tulohy, ve kterych se na
mnozin¢ piipustnych feSeni optimalizuje nékolik skaldrnich ucelovych
(kriterialnich) funkci. MnoZina ptipustnych feSeni je pfitom definovana
podobné jako v ulohdch matematick¢ho programovani. Za ptedpokladu
linearity omezujicich podminek 1 Ucelovych funkci se mluvi o ulohach
vicekriteridlniho  linearnitho  programovéani. Tuto Glohu miZeme
matematicky formulovat nasledovné:

,,maximalizovat*
Z1=cuX) tcxX2 .. G,
Zy = CaX1 T cxo oL Condn

(7.14)

Zk = CX1 T X2 t ..t CnXa
za podminek
anxi1tapx; +...taw, < by,
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anxi+ anx; +...+ amxn< ba,

(7.15)
amX1t amx2 +. ..+ amXn < b,
x>0,j=1,2,..,n.

Symbol ,,maximalizace” je umyslné¢ uveden v uvozovkach, protoze nelze
jednoznaéné definovat, co se rozumi soucasnou maximalizaci nékolika
ucelovych funkci. Ulohu (7.14)-(7.15) je moZné zapsat maticove:

,,maximalizovat
zZ1 = CIX )
z=¢’x,
; (7.16)
Zk — CkX ,
za podminek
xeX={xeR"|Ax<b,x2>0), (7.17)

kde ¢!, i = 1,2,...,k je vektor cenovych koeficientd i-té ucelové funkce.

Cilem pii1 feSeni tloh vicekriterialniho linearniho programovani (VLP)
je zpravidla nalezeni néjakého kompromisniho reseni, to je teSeni, které
bude kompromisem mezi definovanymi ucelovymi funkcemi. Pro vypocet
kompromisniho teSeni Ulohy VLP je mozné pouzit nckolik zakladnich
principil. VSechny znich zpravidla vedou k feSeni jedné ¢i nckolika
standardnich Uloh linearniho programovani. Toto feSeni se provadi béznymi
postupy pro feSeni linedrnich optimaliza¢nich uloh (simplexova metoda).
Kompromisni feSeni ziskané podle vSech principli musi spliilovat podminku
nedominovanosti, tzn. musi to byt takové feSeni, ke kterému neexistuje jiné
pfipustné feSeni, které by bylo lepsi (nebo by nebylo horsi) podle vSech
ucelovych funkci. Je to podminka pochopitelnd, protoze kdyby splnéna
nebyla, potom by bylo vhodnéjsi vzit jako kompromisni feSeni pravé to
reSeni, které je lepsi (neni horsi) podle vSech ucelovych funkci.

1. Princip agregace ucelovych funkci

Tento princip je zalozeny na ohodnoceni dileZitosti kriterialnich
funkci vahami vy, v, ..., v, 2vi = 1. Misto ulohy (7.16)-(7.17) se potom fesi
bézna tloha linearniho programovani:

maximalizovat

k .
z=Y ve'x, (7.18)
i=1
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za podminek (7.17).

Za ptedpokladu nezdpornosti vSech vah ucelovych funkci lze snadno
dokazat, Ze timto zptisobem ziskame vZdy nedominované feseni.

2. Kompromisni feSeni podle principu minimaxu

Cilem tohoto principu je nalézt takové kompromisni feSeni, které bude
maximalizovat minimalni, tedy nejhor$i, hodnotu ze vSech kriterialnich
funkci. Oznac¢ime-li tuto minimalni komponentu D, potom lze kompromisni
feSeni podle minimdlni komponenty najit jako feSeni nésledujici ulohy
linearniho programovani:

maximalizovat
D,
za podminek (7.19)
c¢'x>D,
c¢’x > D,
cx > D,
X € X.

3. Minimalizace vzdalenosti od idealnich hodnot

Idealni hodnotu pro i-tou ucelovou funkci oznacime z. Jednéd se o
optimalni hodnotu této ucelové funkce na mnoziné piipustnych fesSeni.
Idedlni hodnotu by bylo moZzné ziskat optimalizaci ptislusné ucelové funkce
béznou simplexovou metodou. Pfi pouziti tohoto principu hledame takové
kompromisni feSeni, které bude minimalizovat vazeny soucet odchylek od
idealnich hodnot. Budeme tedy tesit ilohu linedrniho programovani:

minimalizovat
k .
z= Zvi (z™ —c'x), (7.20)
i=1

za podminek X € X,

kde vi > 0, je véha i-té ucelové funkce.

4. Cilové programovani

Pro ziskani kompromisniho feSeni ulohy VLP se velmi Casto pouziva
cilové programovani. Uloha cilového programovani obsahuje v typickém
piipad¢ nékolik zakladnich Casti:

1. Pevné cile jsou podminky, které jsou vyjadieny ve formé nerovnic nebo
rovnic a které musi byt v modelu respektovany, tzn. nelze akceptovat



234 7. Vybrané aplikace optimaliza¢nich modela

takové teSeni, které by néktery zpevnych cili nespliiovalo.
V matematickém vyjadieni maji pevné cile podobu omezujicich
podminek v béZné tloze linedrniho programovani, tj.

n
Zaijxj <b, i=L12,...,m.
=

2. Volné cile jsou podminky, které jsou bilanci mezi hodnotou “levé strany”
omezujici podminky a mezi zadanou cilovou hodnotou. U volnych cilt
se pouzivaji pro vyjadfeni kladnych a zapornych odchylek od danych
cilovych hodnot odchylkové promenné. Zaporné odchylkové proménné
od i-t¢ cilové hodnoty budeme oznacovat di, kladné odchylkové
proménné di'. Obecny zapis i-t€ho bilanéniho omezeni mize tedy
vypadat nasledovné:

dex+d —d =g, i=12,..,k
=

kde 2cix; je leva strana omezujici podminky a g; je pfislusna cilova
hodnota.

3. Ucelovd funkce modelu cilového programovani je obecnd vyjadiena jako
minimalizace odchylek od zadanych cilovych hodnot, tj. jedna se o
minimalizaci sou¢tu odchylkovych proménnych. Do uéelové funkce lze
zahrnout bud’ zaporné nebo kladné nebo oba typy odchylkovych pro-
ménnych:

* minimalizace zdporné odchylky vede k ziskani feSeni, které se
“zdola” co nejvice pfiblizuje dané cilové hodnoté, miize byt vSak
libovolné vysSi neZ tato cilova hodnota - pouziti naptiklad tehdy,
vyjadiuje-li cilovd hodnota pozadavek na dosazeni zadané urovné
zisku,

* minimalizace kladné odchylky vede k ziskani feSeni, které se “shora”
co nejvice priblizuje dané cilové hodnoté, mize byt vSak libovolné
niZ8i neZ tato cilova hodnota - naptiklad poZadavek na ziskani feSeni,
které se co nejvice piiblizuje cilovym nékladim,

» minimalizace souctu kladné a zdaporné odchylky vede k ziskani
feSeni, které se ‘“oboustranné” co nejvice piiblizuje dané cilové
hodnoté - napiiklad pozadavek na pokud mozno co nejuplnéjsi
vyuziti néjakého zdroje (aby nic nezbylo a nebylo tfeba zdroj
dodate¢né rozsifovat).
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V jakémkoliv, 1 velmi malém, modelu cilového programovani miize byt
cﬂﬁ deﬁnovéno nékolik Dﬁleiitost téchto cilﬁ mﬁie b}'/t Vyjédfena bud’
cilové programovani), nebo pomoci bezrozmérnych koeficientii (vah), které
vyjadiuji stupent dulezitosti splnéni cile. Pokud odliSime dilezitost cili
vahami (coZ byva Castéjsi ptipad), miiZeme minimalizovat:

* vazeny soucet odchylek nebo
* maximdalni vazenou odchylku.

Pti minimalizaci vazeného souctu odchylek bude celd uloha cilového
programovani naformulovana nasledovné:

minimalizovat
i(v d- +v'd)")
za podminek a (7.21)
ZauxJ <b. i=12,...m,
chjxj +d-—-d = i=12,...k,
di >0,d >20,d;d =0, i=12,..,k.

kde vio a v jsou vahy, ohodnocujici dulezitost zapornych a kladnych
odchylek volného cile gi.

Pfi minimalizaci vaZzené¢ maximalni odchylky se vySe uvedeny model
bude modifikovat nasledovné:

minimalizovat
D,
za podminek (7.22)

Za x. <b., i=12,....m,

g

Zcx +d —d'=g,, i=12,..,k,

17 7] 1

vid +v'd <D, i=12,...k,

d - >0,d">0,d d’ =0, i=12,..,k,
kde proménna D ptedstavuje maximalni hodnotu vaZzené odchylky, kterou se
snazime minimalizovat.

Ve vSech uvedenych principech pro vypocet kompromisniho feSeni je
tteba sledovat, zda jsou hodnoty dil¢ich ucelovych funkci navzijem
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srovnatelné. Pokud tomu tak neni, tzn. nékteré hodnoty jsou v tisicich, jiné
tteba jen v jednotkach, je tfeba vySe uvedené formulace optimalizacnich
uloh modifikovat tak, zZe vahy u€elovych funkci v ulohach (7.18) a (7.20) a
levou stranu omezujicich podminek v uloze (7.19) vydélime jejich idedlnimi
hodnotami z*®. Po této Upravé budou vSechny idedlni hodnoty rovny
1 (100 %) a my budeme vlastné¢ pracovat s procentnimi odchylkami.
V ulohéach cilového programovani (7.21) a (7.22) doporuCujeme vyd¢lit
vahy odchylek cilovymi hodnotami, a tak vlastné minimalizovat procentni
odchylky od cilovych hodnot, které jsou jiz vzijemné srovnatelné.

Modely cilového programovani jsou obecnéjsi nez standardni modely
LP, protoze casto skuteCné¢ nelze jednoznac¢né urcit jediné kritérium
optimality. Uzivatelim je vétSinou bliz§i zadani néjakych zadoucich
(cilovych) hodnot, ke kterym se v pribchu optimalizace shora ¢i zdola
ptiblizuje.
Priklad 7.3 — kompromisni FeSeni v ulohach VLP

V truhléafské diln€, kterd zaméstndva zdravotné postizené d€lniky, se
vyrabi dfevény nabytek — zidle, stoly a lavice. Na vyrobu jedné Zidle je
potieba 3 kg dieva a 2m® latky, délnik potfebuje na jeji smontovani
30 minut. Zidle se prodava za 200 K&, z éehoz 100 K& tvoii zisk pro dilnu.
Pro dalsi vyrobky jsou tdaje v nasledujici tabulce:

 Zidle  stil  lavice

dievo [kg] 3 5 4
latka [m?] 2 0 5
prace [min] 30 60 40
cena [K(¢] 200 300 600
zisk [K¢] 100 200 200

Tab. 7.9: Vstupni udaje pro vlohu VLP

Na tyden je v dilné k dispozici 500 kg dieva a 400 m” latky na potahy.
Aby dilna viibec mohla fungovat, musi byt jeji tydenni zisk alespon
20 000 K¢&. Dilna si klade za cil zaméstnat co nejvice zdravotné postizenych
d€lnikl pti soucasné maximalizaci piijmu z prodeje nabytku a minimalizaci
Skodlivého dopadu vyroby na Zivotni prosttedi. V1iv na Zivotni prostiedi je
vyjadien pomoci trestnych bodl. Tyto body jsou ovlivnény piedevSim
spotfebou dieva, ale také mnoZstvim lepidla, které je pro vyrobu nezbytné
(spotieba lepidla nema podstatny vliv na cenu vyrobkt, proto neni zahrnuta
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do dalSich vypocth). Vliv vyroby na zivotni prostiedi byl ohodnocen takto:
zidle 2 trestné body, stl 5 bodl a lavice 3 body. Matematicky model vyse
popsaného problému muize byt formulovan takto:

“maximalizovat”
z1 =200x; + 300x, + 600x; [KC]
2= 30x;+ 60x;+ 40x;[min] (7.23)

z3= =2x1— S5x2— 3x;[body]
za podminek
3xi+ Sxo+ 4x3 <500 [kg]

24+ On+  5x<400  [m?] (7.24)
100x; + 200x; + 200x; > 20000  [K¢]
x>0, j=1,2,3.

Pro potieby vypocti byla posledni ucelova funkce, kterd vyjadiuje
minimalizaci dopadu na Zivotni prostfedi, pfevedena na maximalizaéni typ
vynasobenim hodnotou (—1). V nasledujicim piehledu uvadime optimdlni
feSeni ziskand samostatnou maximalizaci jednotlivych dil¢ich ucelovych
funkci:

max z;:  x."=(0, 36, 80), z,*=158800,

max z: ‘"” (0,100, 0)  z=6000,

max z;: X3 =(0, 20, 80)  z3*" =-340.
Pti vypoctu kompromisniho feSeni jednotlivymi, vySe uvedenymi postupy,
budeme pracovat s vektorem vah v = (0,3; 0,6; 0,1). Dale budeme ilustrovat
vypoCet kompromisnich feSeni podle jednotlivych, vySe popsanych,
principti.

1. Agregace ucelovych funkci

Agregovanou Ucelovou funkei (7.18) zde miizeme vyjadrit takto:

200x, + 300x, + 600x, 0.6 30x, +60x, +40x, 0l 2x, +5x, + 3x;

z=VY, + U, - Y,
58800 6000 340

Posledni ¢len v agregované funkci odecitdme, protoZze se snazime
penalizovat vy$§i hodnoty dopadu na Zivotni prostiedi. Budeme tedy
maximalizovat uvedenou agregovanou funkci za podminek (7.24).
Optimalni feSeni a soucasné kompromisni feSeni ulohy VLP je potom dané
vektorem proménnych x°* = (0, 36, 80) s vektorem hodnot ucelovych funkci
z°" = (58800, 5360, —420).

2. Princip minimaxu

Uloha (7.19) bude mit v na$em piikladé nasledujici podobu:
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maximalizovat
D
za podminek

200x, +300x, +600x, _

58800 7
30x, + 60x, +40x,
>D

6000 -

2x, +5x, +3x,
340 7

+ podminek (7.24).

V prvnich dvou omezujicich podminkach bude mit leva strana hodnotu 1
pro idealni feSeni dané uceloveé funkce, pro ostatni feSeni bude mit hodnotu
niz$i nez 1 a bude tak vlastné vyjadiovat na kolik procent se piriblizujeme
idealu. Tteti omezujici podminka je pro idedlni feSeni rovnéz rovna hodnoté
1 (2 -1 =1). Pro ostatni feSeni je zlomek na levé stran¢ vétsi nez 1 a tedy
rozdil (2 — hodnota zlomku) udava, jak se ptiblizujeme idedlu. Optimalni
feSeni uvedené Ulohy a tedy 1 kompromisni feSeni Ulohy VLP vyjadiime
vektorem proménnych i hodnot ucelovych funkci: x°®*=(59,81; 20,16;
54,94), z°** = (50975,5; 5201,6; —385,2). Optimalni hodnota D = 0,866. To
znamena, Ze nejvetsi odchylka od ideélu je 13,4%.

3. Minimalizace vzdalenosti od idealnich hodnot

Pii pouziti tohoto principu budeme za podminek (7.24) minimalizovat
ucelovou funkci (7.20), kterd bude mit v naSem piipadé tvar:

z =0,3(58800 — 200x, —300x, — 600x,)/58800 +
+0,6(6000 — 30x, — 60x, — 40x; )/6000 + 0,1(=340 + 2x, + 5x, + 3x,)/340.

Resenim této ulohy ziskdme kompromisni feSeni x°'=(0;36; 80)
s hodnotami ucelovych funkci z°** = (58800; 5360; —420).

4. Cilové programovani

Reknéme, Ze uzivatel stanovil pro viechna kritéria nasledujici cilové
hodnoty pro trzbu (g1 = 56 000 KC¢), vyuZiti prace zdravotné postizenych
délnikti (g2 = 5400 minut) a vliv na zivotni prostiedi (g; = 400 bodu).
U prvnich dvou funkci budeme zfejmé minimalizovat zaporné odchylky od
cilovych hodnot, u posledni z nich naopak kladnou odchylku. Cely model
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cilového programovani, ktery bude minimalizovat vazZeny
nezadoucich odchylek, bude mit tedy nasledujici podobu:

minimalizovat
z=0,3d; /54000 + 0,6d, /5400 + 0,1d; /400
za podminek
200x; + 300x, + 600x; + di” — di" = 54000,
30x; + 60x> + 40x;+ dy — db" = 5400,
2x1+  Sxot+  3x3+di —dit =400,
3X1 + 5X2 + 4X3 < 500
ZX1 + OX2 + 5X3 < 400
100x; + 200x; + 200x3; > 20000
x>0, j=1,2,3,
d,d">0,i=1,2,3.

239

soucet

Uvedena tloha poskytuje kompromisni feSeni s x°'=(12;40; 66)
s hodnotami ucelovych funkci z® = (54000; 5400; —422). Z toho je patrné,
ze prvni dvé cilové hodnoty byle splnény pfesné, bodova hodnota pro vliv

na zivotni prostfedi byla pfekroc¢ena o 22 bodu.

7.3Cviceni

1. Vsystému LINGO vytvoite obecny model (# hodnocenych jednotek, m

vstuptl a r vystupil) pro DEA BCC model orientovany na vstupy ve
formulaci (7.8) na str.224. Pomoci vytvofeného modelu vyhodnot'te
efektivnost souboru dvanacti bankovnich pobocek, znichz kazda je
charakterizovana dvéma vstupy (pocet pracovnikil, provozni naklady
v mil. K¢ za rok) a dvéma vystupy (pocet transakci v tisicich, objem
prostfedkli na uctech v mil. K¢). Konkrétni udaje jsou v nize uvedené
tabulce. Vypoctéte:

a) miru efektivnosti vSech hodnocenych pobocek,

b) pro pobocky, které nejsou BCC efektivni, urcete, jak by mély zménit
svoje charakteristiky tak, aby dosahly efektivni hranice,

c) pro pobocky, které jsou BCC efektivni, vypoltéte miru super-
efektivnosti modelem (7.13).
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Pobotk Pocet  Prov.  Pocet Objem

a prac. nakl. trans.  prostr.
1 37 56,8 1482 17472
2 24 32,9 1162 7930
3 26 37,8 1667 13100
4 15 27,0 1097 5437
5 21 30,3 1421 5045
6 34 22,0 2201 8232
7 25 19.9 1126 9399
8 23 24,7 1305 4322
9 38 24,0 2352 9832
10 18 25,1 1250 5336
11 19 31,8 1050 8315
12 25 35,4 1181 10160

2. Vyhodnotte efektivnost bankovnich pobocek z predchazejiciho ptikladu
BCC modelem orientovanym na vystupy. Porovnejte ziskané vysledky.

3. UvaZujte nasledujici ulohu vicekriteridlniho linearniho programovéni:
,,maximalizovat

Z1 = X1+3XQ
Z1 :2)(?1 + X

za podminek
5x1 + 5X2 < 25 )
2x;1+4x, < 16,
X1 < 4,
x,x2 = 0.

a) Jakymkoliv programovym systémem vypoctéte dil¢i optimalni feSeni
(optimalni feSeni ziskané samostatnou optimalizaci kazdé
z ucelovych funkei).

b) Urcete kompromisni fteSeni podle principu agregace ucelovych
funkci, principu minimaxu a minimalizace vzdéalenosti od idealnich
hodnot — vahy obou ucelovych funkci uvazujte 0,5.

4. Uvazujte nasledujici ulohu vicekriteridlniho linearniho programovéni:
,,maximalizovat
Z1 = 2>
Z1=2X1— X2
za podminek
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26+ x < 18,
x1+2x <12,
X1+ x2 < 3 )
X1, X2 > 0.

a) Jakymkoliv programovym systémem vypoctéte dil¢i optimalni
feSeni.

b) Urcete kompromisni feSeni podle principu agregace ucelovych
funkci, principu minimaxu a minimalizace vzdalenosti od idealnich
hodnot — vaha prvni funkce je 0,4 a druhé 0,6.

5. Vptikladu 7.3 na str. 236 se zméni cilové hodnoty jednotlivych kritérii
nasledovné: g, = 57 200 K¢, g, = 5 600 minut a g; = 380 bodl. Vahy
vSech tii kritérii jsou urCeny vektorem v = (0,5; 0,3; 0,2). U prvniho
kritéria je tfeba minimalizovat zapornou odchylku, u druhého soucet
zaporné 1 kladné odchylky (chceme dosahnout pokud mozZzno pfesného
splnéni cilové hodnoty), u tietiho cile kladnou odchylku. Sestavte model
cilového programovani a vypoctéte kompromisni feseni.



