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2. Modifikace simplexové metody 
Simplexová metoda je univerzální metodou řešení úloh LP. V té podobě, v jaké byla vysvětlena v předcházející kapitole, je však jen stěží použitelná pro řešení úloh větších rozměrů.Výpočet v této podobě by nebyl efektivní – stačí si jen uvědomit, že například při řešení úlohy LP, ve které je 1000 řádků (omezujících podmínek + řádek redukovaných cen) a 5000 sloupců (proměnných včetně přídatných + sloupec pravé strany), má simplexová tabulka 5 miliónů prvků. Úloha takových rozměrů patří přitom mezi úlohy středního rozsahu. Operace s tak velkou tabulkou by byly jistě výpočetně velmi náročné a celý postup by nebyl příliš efektivní. Proto byla navržena celá řada modifikací základního simplexového algoritmu, které se snaží celý postup výpočtu zefektivnit. V následujících oddílech popíšeme několik z nich.
2.1 Modifikovaná simplexová metoda
Modifikovaná simplexová metoda je založena na jednoduché úvaze, která spočívá v tom, že si není třeba v simplexové tabulce pamatovat a uchovávat koeficienty ve sloupcích základních proměnných, protože víme, že v těchto sloupcích jsou jednotkové vektory. Pokud uvažujeme, že úloha lineárního programování má n strukturních proměnných a m omezujících podmínek, potom má běžná simplexová tabulka včetně řádku redukovaných cen a sloupce pravých stran rozměr (m+1)-řádků a (n+m+1)-sloupců. Pokud vynecháme jednotkovou matici u základních proměnných, potom se tento rozměr redukuje na (m+1)-řádků a (n+1)-sloupců. Jedná se o jistou redukci, ale pro větší úlohy bohužel nijak podstatnou. Uvažujeme-li výše zmíněnou úlohu, kde je 5000 sloupců a 1000 řádků, potom místo tabulky 1000 x 5000 pracuje modifikovaná simplexová metoda s tabulkou 1000 x 4000, což není jistě úspora nijak dramatická.
Algoritmus modifikované simplexové metody se liší od standardního simplexového algoritmu, který byl popsaný v předcházející kapitole, pouze ve dvou základních rysech:

1. Simplexová tabulka obsahuje pouze sloupce nezákladních proměnných. V každém kroku výpočtu musíme mít tedy informaci, v jakém sloupci je jaká nezákladní proměnná a v jakém řádku je jaká základní proměnná. Výchozí simplexová tabulka pro modifikovanou metodu se dá tedy vyjádřit následovně:
	A
	b

	cT
	0


Tab. 2.1: Výchozí simplexová tabulka pro modifikovanou metodu
2. Liší se poněkud způsob přepočtu simplexové tabulky. Transformační vztahy (1.31) zůstávají v zásadě v platnosti, ale na místě klíčového sloupce není po transformaci jednotkový vektor (jako u standardní metody), ale tzv. (-vektor. Jeho složky v s-tém kroku výpočtu, za předpokladu, že asqk je klíčový prvek, jsou definovány takto:


[image: image1.wmf],

1

,

,

s

qk

q

s

qk

s

ik

i

a

q

i

a

a

s

s

=

¹

-

=

h

h


(2.1)
Transformační vztahy (1.31) se tedy pro modifikovanou metodu upravují takto – tyto vztahy označíme jako (2.2):
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pro klíčový řádek
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pro vektor pravé strany
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pro všechny ostatní řádky 
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pro řádek reduk. cen
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pro hodnotu účelové fce
kde s a s+1 jsou indexy dvou po sobě následujících iterací. Jak je z uvedených vztahů patrné, klíčový sloupec (index k) v s-té iteraci je v následující iteraci nahrazen (-vektorem.
Zbývá zdůraznit, že všechny další operace (volba vstupující a vystupující proměnné) se v ničem neliší od standardní simplexové metody.
Příklad 2.1 – modifikovaná simplexová metoda
Postup výpočtu modifikovanou simplexovou metodou budeme ilustrovat na příkladu 1.1 z předcházející kapitoly. Pro přehlednost opakujeme matema-tický model tohoto problému. 
maximalizovat


z = 420x1 + 300x2 ,
(2.3)

za podmínek


3x1 + 2x2
 6000 ,


x1 +   x2 
 2600 ,
(2.4)


x1 

 1800 ,



x1  0 .

(2.5)
 0, x2 
Výchozí simplexová tabulka je obsažena v tabulce 2.2. Zvolíme běžným způsobem klíčový sloupec a řádek – k = 1, q = 3. Klíčový prvek je a31 = 1. Vektor koeficientů klíčového sloupce a (-vektor z něj odvozený je:
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	s = 1
	x1
	x2
	bi  
	bi/aik

	x3
	3
	2
	6000
	2000

	x4
	1
	1
	2600
	2600

	x5
	1
	0
	1800
	1800

	zj
	20
	300
	0
	


Tab. 2.2: Modifikovaná simplexová metoda – první krok
Tabulka v následujícím kroku se přepočítá podle výše uvedených transformačních vztahů. Při „ručním“ výpočtu lze postupovat tak, že se tabulka přepočítá stejným způsobem, jako u běžného algoritmu. Po výpočtu se jednotkový vektor v klíčovém sloupci nahradí (-vektorem a redukovaná cena v tomto sloupci podílem původní hodnoty a klíčového prvku s opačným znaménkem (viz transformační vzorce) - z5 = –(–420)/(1) = 420.
V dalších krocích výpočtu jsou klíčové sloupce a (-vektory následující:

Iterace 2: k = 2, q = 1, a12 = 2,
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Iterace 3: k = 1, q = 2, a21 = 1/2, 
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Všechny zbývající kroky výpočtu jsou uvedeny v tabulce 2.3.

	s = 2
	x5
	x2
	bi  
	bi/aik

	x3
	
	2
	600
	300

	x4
	1
	1
	800
	800

	x1
	  1
	0
	1800
	xxx

	zj
	420
	300
	756000
	

	s = 3
	x5
	x3
	bi  
	bi/aik

	x2
	
	  1/2
	300
	xxx

	x4
	  1/2
	1/2
	500
	1000

	x1
	 1
	 0
	1800
	1800

	zj
	0
	150
	846000
	

	s = 4
	x4
	x3
	bi  
	

	x2
	 3
	  1
	1800
	

	x5
	 2
	
	1000
	

	x1
	
	 1
	800
	

	zj
	60
	120
	876000
	


Tab. 2.3: Modifikovaná simplexová metoda - dokončení
V posledním kroku tabulky je již obsaženo optimální řešení x4 = (800, 1800, 0, 0, 1000), z4 = 876 000.
Modifikovaná simplexová metoda nemá velký praktický význam, protože pro řešení úloh větších rozměrů není výpočetní úspora nijak velká. Zajímavé je spíše používání (-vektoru, se kterým budeme pracovat v dalších úpravách simplexové metody (především v multiplikativní metodě).
2.2 Revidovaná simplexová metoda

Revidovaná simplexová metoda využívá znalosti obecného maticového vyjádření obsahu simplexové tabulky (tabulka 1.10). Z tohoto obecného vyjádření vyplývá, že při znalosti inverzní matice báze B-1s v s-tém kroku výpočtu je možné snadno dopočítat celou zbývající tabulku nebo její jednotlivé části. Proto se v revidované simplexové metodě redukuje simplexová tabulka v podstatě pouze na inverzní matici báze, přilehlý sloupec pravé strany a řádek stínových cen (vektor uT). Výchozí tabulka pro revidovanou metodu a tabulka v s-tém kroku tedy vypadají následovně: 
	I
	b

	0T 
	0


	Bs-1
	Bs-1b

	uT = cBTBs-1
	cBTBs-1b


Tab. 2.4: Tabulka revidované metody – výchozí a s-tý krok
V porovnání s běžnou simplexovou metodou se tedy jedná o úsporu matice  n-sloupců a (m+1)-řádků. Uvažujeme-li ilustraci z úvodu této kapitoly, potom místo tabulky o rozměru 1000 řádků a 5000 sloupců u standardní metody, stačí u revidované metody pracovat s tabulkou o rozměrech 1000 řádků a stejný počet sloupců. Zdá se, že se jedná o úsporu značnou. Tabulka pro revidovanou metodu je čtvercová (neuvažujeme-li pomocné proměnné) s rozměrem (m+1)x(m+1). Může se to zdát jako značná úspora kapacity, ale i při zmíněném rozsahu má tabulka jeden milión prvků. Pokud by měla úloha LP třeba deset tisíc řádků, a to není při reálných úlohách žádná výjimka, potom by byl už rozsah sto milionů prvků. Kapacita paměti nutná pro uložení takové tabulky se pohybuje v řádu stovek MB. Každý si uvědomí, že provádět operace s tak velkou tabulkou nebude nijak výpočetně snadné. Proto je revidovaná metoda spíše východiskem pro další úpravy simplexového algoritmu, o kterých se zmíníme především v dalším oddílu této kapitoly.  
Algoritmus revidované simplexové metody se liší od algoritmu běžné simplexové metody především v tom, že je třeba v průběhu každé iterace dopočítat ty části tabulky, které jsou v daném okamžiku potřebné a nejsou v tabulce revidované metody obsaženy. Jedná se o dvě části:
1. Při provádění testu optimality a případné volbě vstupující proměnné je třeba znát v každé iteraci redukované ceny. Z tabulky 1.10 plyne, že se dají spočítat v s-tém kroku v maticovém vyjádření jako usTA – cT. Redukovaný koeficient u proměnné xj lze tedy v s-tém kroku vyjádřit jako:


zsj = usTaj – cj ,
(2.6)
kde aj je sloupec strukturních koeficientů proměnné xj v prvním kroku 
(v zadání úlohy) a cj je cenový koeficient této proměnné. 

2. Po volbě vstupující proměnné je třeba zvolit vystupující proměnnou. K tomu je třeba znát, kromě vektoru pravých stran v s-tém kroku výpočtu, který je již obsažený v tabulce revidované metody, i vektor koeficientů klíčového sloupce, který tam však obsažený není (v tabulce není obsažená matice A). Klíčový sloupec se dá však snadno přepočítat. Platí:  
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Algoritmus revidované simplexové metody může být celkově popsán v následujících krocích:
1. Inicializace
· s = 1 (index iterace)
· B-1s = I (inverzní matice báze je na začátku rovna jednotkové matici)
· usT = 0T (počáteční vektor u je roven nulovému vektoru)

2. Test optimality

· vypočteme redukované ceny zsj, j = 1,2,…n, podle (2.6),

· pokud platí zsj ≥ 0, j = 1,2,…,n a zároveň usj ≥ 0, j = 1,2,…m, potom je řešení optimální (pro maximalizační úlohu) a výpočet končí; v opačném případě pokračujeme krokem 3. 
3. Volba vstupující proměnné
· označíme zsn+j = usj, j = 1,2,…m,   

· vypočteme zsk= min (zsj), j = 1,2,…n+m, 
· index k určuje vstupující proměnnou xk.
4. Volba vystupující proměnné
· podle vztahu (2.7) provedeme přepočet klíčového sloupce do s-tého kroku,

· běžným způsobem zvolíme klíčový řádek (minimální podíl pravé strany a kladných koeficientů v klíčovém řádku, vztah (1.30)).

· index klíčového řádku označíme q.

5. Přepočet tabulky
· tabulku přepočítáme podle běžných transformačních vztahů (1.31) a tím získáme vektor řešení xs+1 s hodnotou účelové funkce zs+1.
6. Zvýšíme index iterace, s = s + 1, a přejdeme na krok 2.
Poznámka: 

Při „ručním“ výpočtu je vhodné výpočet uspořádat do dvou tabulek. Jedna tabulka odpovídá struktuře tab. 2.4, bude ale doplněná o vektor koeficientů klíčového sloupce v prvním a s-tém kroku výpočtu, případně i o sloupec pro výpočet minimálního podílu t při volbě klíčového řádku. Ta se přepočítává stejně, jako u běžné simplexové metody – pouze do klíčového sloupce se nezapisuje jednotkový vektor, který tam musí vzniknout. Druhá tabulka se použije pouze pro výpočet redukovaných cen a volbu vstupující proměnné (kroky 2 a 3 výše popsaného algoritmu). 
Příklad 2.2 – revidovaná simplexová metoda
Algoritmus revidované simplexové metody budeme ilustrovat na příkladu (2.3) – (2.5) z předcházejícího oddílu. Výchozí tabulka pro revidovanou metodu je uvedena v tab. 2.5. 

	s = 1
	Bs-1
	bs
	a1k
	ask

	x3
	1
	0
	0
	6000
	
	

	x4
	0
	1
	0
	2600
	
	

	x5
	0
	0
	1
	1800
	
	

	us
	0
	0
	0
	0
	
	


Tab. 2.5: Revidovaná simplexová metoda – výchozí tabulka
Ve výchozí tabulce je obsaženo řešení x1 = (0, 0, 6000, 2600, 1800) s hodnotou účelové funkce z1 = 0. Dále budeme postupovat podle výše popsaných kroků.

1. 
s = 1, B-1s = I, usT = 0T
2. Test optimality
Podle vztahu v obecném tvaru simplexové tabulky vypočteme redukované cenové koeficienty. V maticovém vyjádření lze vypočítat oba redukované cenové koeficienty takto:
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Takto získáme první dva prvky řádku „z“. Pro potřeby testu optimality je musíme rozšířit o vektor usT. Celý řádek „z“ má tedy následující podobu: zsT = ((420, (300, 0, 0, 0). 

3.
Volba vstupující proměnné
 
zsk= min (zsj) = (420 pro k = 1. Vstupující proměnná je tedy x1. Do tabulky 2.5 zapíšeme klíčový sloupec a1 a odpovídající koeficient zs1. Vzhledem k tomu, že jsme v první iteraci platí - ask = a1k. 
	s = 1
	Bs-1
	bs  
	a1k
	ask
	bi/aik

	x3
	1
	0
	0
	6000
	3
	3
	2000

	x4
	0
	1
	0
	2600
	1
	1
	2600

	x5
	0
	0
	1
	1800
	1
	1
	1800

	us
	0
	0
	0
	0
	xxx
	(420
	


Tab. 2.6: Revidovaná simplexová metoda – první krok
4.
Volba vystupující proměnné

Vystupující proměnná se zvolí standardním způsobem. Volba je naznačena v tabulce 2.6 – klíčový řádek je třetí řádek (q = 3), klíčový prvek je a131 = 1 a vystupující proměnná je x5. 
5. Přepočet tabulky (inverzní matice báze a vektorů b a u)
Přepočtená tabulka je uvedena v tab. 2.7. Je v ní obsaženo řešení x2 = (1800, 0, 600, 800, 0) s hodnotou účelové funkce z2 = 756 000.
6. Zvýšíme index iterace, tzn. s = 2 a vrátíme se ke kroku 2.
2. 
Test optimality
Vypočteme redukované cenové koeficienty (vektor u2T je převzatý z přepočítané tabulky 2.7):
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Celý řádek „z“ má tedy následující podobu: z2T = (0, (300, 0, 0, 420).

	s = 2
	Bs-1
	bs  
	a1k
	ask
	bi/aik

	x3
	1
	0
	(3
	  600
	2
	2
	300

	x4
	0
	1
	(1
	  800
	1
	1
	800

	x1
	0
	0
	  1
	1800
	0
	0
	xxx

	us
	0
	0
	420
	756000
	xxx
	(300
	


Tab. 2.7: Revidovaná simplexová metoda – druhý krok
3.
Volba vstupující proměnné

zsk= min (zsj) = (300 pro k = 2. Vstupující proměnná je tedy x2. Do tabulky 2.7 musíme zapsat koeficienty klíčového sloupce, abychom mohli následně zvolit klíčový řádek. Protože jsme však již v druhém kroku výpočtu a my známe pouze vektor strukturních koeficientů z výchozího kroku, musíme přepočítat klíčový sloupec podle vztahu (2.7) – a22 = B2-1a12. V našem příkladě vychází shodou okolností a22 = a12 (viz tabulka 2.7). Do sloupce a22 zapíšeme odpovídající koefi-cient z22 = –300.  

4.
Volba vystupující proměnné

Vystupující proměnná se opět zvolí běžným způsobem (tabulka 2.7) – klíčový řádek je první řádek (q = 1), klíčový prvek je a212 = 2 a vystupující proměnná je x3. 
5. Přepočet tabulky (inverzní matice báze a vektorů b a u)
Přepočtená tabulka je uvedena v tab. 2.8. Je v ní obsaženo řešení x3 = (1800, 300, 0, 500, 0) s hodnotou účelové funkce z3 = 846 000.
6. Zvýšíme index iterace, tzn. s = 3 a vrátíme se ke kroku 2.
2. 
Test optimality

Vypočteme redukované cenové koeficienty (vektor u3T je převzatý z přepočítané tabulky 2.8)
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Řádek „z“ je potom tedy: z3T = (0, 0, 150, 0, (30).

	s = 3
	Bs-1
	bs  
	a1k
	ask
	bi/aik

	x2
	  1/2
	0
	(3/2
	  300
	0
	(3/2
	xxx

	x4
	(1/2
	1
	  1/2
	  500
	0
	  1/2
	1000

	x1
	  0
	0
	  1
	1800
	1
	  1
	1800

	us
	150
	0
	(30
	846000
	xxx
	(30
	


Tab. 2.8: Revidovaná simplexová metoda – třetí krok
3. Volba vstupující proměnné

zsk= min (zsj) = (30 pro k = 5. Vstupující proměnná je tedy x5. Do tabulky 2.8 musíme zapsat koeficienty klíčového sloupce, abychom mohli následně zvolit klíčový řádek. Protože jsme však již ve třetím kroku výpočtu a my známe pouze vektor strukturních koeficientů z výchozího kroku, musíme přepočítat klíčový sloupec podle vztahu (2.7) – a35 = B3-1a15 (jak inverzní matice báze tak i sloupec a15 jsou v tabulce 2.8, stačí je tedy vynásobit a výsledek zapsat do sloupce a35). Do sloupce a35 zapíšeme dále odpovídající koeficient z33 = –30.  

4. Volba vystupující proměnné

Vystupující proměnná se opět zvolí běžným způsobem (tabulka 2.8) – klíčový řádek je druhý řádek (q = 2), klíčový prvek je a325 = 1/2 a vystupující proměnná je x4. 
5. Přepočet tabulky (inverzní matice báze a vektorů b a u)
Přepočtená tabulka je uvedena v tab. 2.9. Je v ní obsaženo řešení x4 = (800, 1800, 0, 0, 1000) s hodnotou účelové funkce z4 = 876 000.
6. Zvýšíme index iterace, tzn. s = 4 a vrátíme se ke kroku 2.
2. 
Test optimality

Vypočteme redukované cenové koeficienty (vektor u4T je převzatý z přepočítané tabulky 2.9)


[image: image17.wmf](

)

)

0

0

(

)

300

420

(

0

1

1

1

2

3

0

60

120

4

=

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

-

T

T

c

A

u


Řádek „z“ vypadá teď takto: z4T = (0, 0, 120, 60, 0). Z toho plyne, že řešení x4 = (800, 1800, 0, 0, 1000) je již řešením optimálním a výpočet je možné ukončit.
	s = 4
	Bs-1
	bs  
	a1k
	ask

	x2
	  1
	 3
	0
	 1800
	
	

	x3
	
	 2
	1
	 1000
	
	

	x1
	 1
	
	0
	  800
	
	

	us
	120
	60
	0
	876000
	
	


Tab. 2.9: Revidovaná simplexová metoda – dokončení
2.3 Multiplikativní simplexová metoda

Multiplikativní simplexová metoda je v podstatě jen úprava revidované metody. Postup je v zásadě stejný, liší se pouze ve způsobu přepočtu různých skupin údajů, které jsou v daném okamžiku výpočtu potřebné. V revidované metodě byla zásadní znalost inverzní matice báze, která se přepočítávala v simplexové tabulce spolu s vektory b a uT a hodnotou účelové funkce. Pomocí této matice se dále přepočítával klíčový sloupec. Multiplikativní metoda využívá toho, že je možné vyjádřit inverzní matici báze v s-tém kroku výpočtu jako součin tzv. elementárních matic z předcházejících kroků výpočtu, tj.
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kde E0 = I (jednotková matice). Elementární matice v s-tém kroku výpočtu Es je přitom definována jako jednotková matice, jejíž qs-tý sloupec je nahrazen (-vektorem, kde qs je index klíčového řádku s-tého kroku výpočtu. Co je (-vektor, jsme si již definovali při popisu modifikované simplexové metody – viz vztahy (2.1). 

Příklad 2.3 – elementární matice
Řešení příkladu 2.1 resp. 2.2 probíhalo ve třech krocích výpočtu. V následujícím přehledu uvádíme vždy klíčový sloupec ask a index klíčového řádku qs, s = 1,2,3, (pro kontrolu viz např. tabulky 2.2 a 2.3):
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(s-vektory, s = 1,2,3, odpovídající uvedeným klíčovým sloupcům, jsou tedy:
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a elementární matice E1, s = 1,2,3, mají následující podobu: 
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Snadno se lze potom přesvědčit, že inverzní matice báze v posledním (čtvrtém) kroku výpočtu B4-1 = E3. E2.E1 :

[image: image22.wmf].
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Výše uvedenou vlastnost využívá multiplikativní simplexová metoda tak, že si stačí v průběhu výpočtu pamatovat místo celé inverzní matice báze pouze jednotlivé (-vektory a jejich umístění v elementární matici, tj. index klíčového řádku daného kroku výpočtu. Je to výhodné z hlediska potřebné kapacity paměti i z hlediska rychlosti transformace potřebných údajů. Uvažujme opět naši ilustraci z úvodu každého oddílu, tj. úlohu, ve které je 1000 řádků. V revidované metodě je třeba si pamatovat v každém kroku výpočtu inverzní matici báze o rozměru 1000x1000. V prvním kroku multiplikativní metody si stačí pamatovat jeden (-vektor, který má 1000 složek (a jeho umístění), ve druhém kroku dva (-vektory, a obecně v s-tém kroku s (-vektorů. Je zřejmé, že s počtem kroků výpočetní náročnost roste, ale i tak je výpočet multiplikativní metodou podstatně efektivnější než výpočet metodou revidovanou. 
V multiplikativní metodě tedy vlastně nemáme žádnou simplexovou tabulku jako tomu bylo v předcházejících modifikacích základního algoritmu. V každém kroku výpočtu si jenom potřebujeme vypočítat ty údaje, které jsou v daném okamžiku potřebné:

· při testu optimality a volbě vstupující proměnné musíme znát vektor usT, který využijeme pro výpočet redukovaných cenových koeficientů,
· při volbě klíčového řádku musíme znát vektor pravých stran bs a klíčový sloupec ask. 

Tyto tři části (bs, ask a usT,) lze zapsat pomocí znalosti vztahů z obecného vyjádření obsahu simplexové tabulky takto:
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Vztahy (2.8) a jejich výpočetní stránku rozebereme nyní poněkud podrobněji. 

1. Přepočet vektoru pravých stran bs
V souvislosti s přepočtem vektoru pravých stran je vhodné si uvědomit, že tento vektor potřebujeme znát v každém kroku výpočtu (minimálně pro potřeby volby vystupující proměnné), tzn. jsme-li v s-tém kroku, známe vektor z předcházejícího kroku bs-1. Proto je možné získat vektor bs transformací předchozího bs-1 pomocí elementární matice:
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Uvědomíme-li si, že je elementární matice Es(1 vlastně jednotkovou maticí, ve které je pouze qs(1-tý sloupec nahrazen (-vektorem (s(1, potom můžeme pro uvedenou transformaci použít následující vztahy (2.9):
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(2.9)

kde qs(1 je index klíčového řádku v (s-1) iteraci. Pro jednoduchost a přehlednost index iterace u symbolu q ve vzorcích (2.9) neuvádíme.
2. Přepočet klíčového sloupce ask
Podíváme-li se na vztahy (2.8), potom jsou vzorce pro přepočet vektoru pravých stran a klíčového sloupce velmi podobné. Hlavní rozdíl spočívá v tom, že zatímco vektor b známe v každém kroku výpočtu, vektor klíčového sloupce potřebujeme pouze jednou, právě v okamžiku volby klíčového řádku a dále pro přepočet tabulky. 
Pro ilustraci – zvolíme-li například v páté iteraci vstupující proměnnou x3, potom u multiplikativní ani revidované simplexové metody nevíme, jaké koeficienty byly ve sloupci této proměnné ve všech předcházejících simplexových tabulkách kromě výchozí tabulky, ve které je zadání úlohy. 
Proto je třeba použít pro výpočet koeficientů klíčového sloupce následující vztah:
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Znamená to tedy, že pro výpočet klíčového sloupce ask musíme násobit výchozí vektor a1k postupně všemi elementárními maticemi z předchozích kroků výpočtu. Pro toto násobení lze odvodit následující rekurentní vztahy:
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(2.10)

kde r = 2,3,…s. 
3. Přepočet vektoru usT
Pro přepočet vektoru usT musíme použít poslední ze vztahů (2.8), protože se v každém kroku výpočtu samozřejmě mění vektor cenových koeficientů základních proměnných cBsT. Označíme-li us1T = cBsT  a ussT = usT, potom platí
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Uvedený rekurentní vztah lze zapsat, s využitím znalostí o speciální struktuře elementárních matic, následovně:

[image: image31.wmf],

,

,

1

1

1

i

1)

-

i(r

s

i(r)

1

1)

-

i(r

s

i(r)

+

-

=

+

-

+

-

=

=

¹

=

å

r

s

m

i

r

s

s

r

s

s

q

i

u

u

q

i

u

u

h


(2.11)

kde r = 1,2,…s a qs-r+1 je index klíčového řádku v iteraci (s-r+1).
Vztahy (2.9) – (2.11) jsou základem pro přepočet potřebných údajů v multiplikativní simplexové metodě. Pro „ruční“ výpočet jsou samozřejmě složité a obtížně aplikovatelné. Nicméně při bližším pohledu je zřejmé, že jejich aplikace dokáže ušetřit značnou část výpočtů. Tak například při přepočtu vektoru b je třeba provést pouze tolik operací násobení, kolik je řádků (m), při přepočtu klíčového sloupce tolik operací násobení, kolik je počet kroků výpočtu krát počet řádků (s.m), a při přepočtu vektoru uT stejný počet operací násobení. Tyto počty jsou mnohonásobně nižší než při přepočtu celé tabulky nebo jenom třeba inverzní matice báze jako tomu bylo u revidované metody.
Algoritmus multiplikativní simplexové metody popíšeme sumárně v následujících bodech (porovnejte podobnost s revidovanou metodou):

1. Inicializace
· s = 1 (index iterace)
· B-1s = I (inverzní matice báze je na začátku rovna jednotkové matici)
· usT = 0T (počáteční vektor u je roven nulovému vektoru)

2. Test optimality
· vypočteme redukované ceny zsj, j = 1,2,…n, podle (2.6),

· pokud platí zsj ≥ 0, j = 1,2,…,n a zároveň usj ≥ 0, j = 1,2,…m, potom je řešení optimální (pro maximalizační úlohu) a výpočet končí; v opačném případě pokračujeme krokem 3. 

3. Volba vstupující proměnné
· označíme zsn+j = usj, j = 1,2,…m,   

· vypočteme zsk= min (zsj), j = 1,2,…n+m, 
· index k určuje vstupující proměnnou xk.
4. Volba vystupující proměnné
· podle vztahu (2.10) provedeme přepočet klíčového sloupce do s-tého kroku,

· běžným způsobem zvolíme klíčový řádek (minimální podíl pravé strany a kladných koeficientů v klíčovém řádku, vztah (1.30)).

· index klíčového řádku označíme q.

5. Výpočet (-vektoru
· podle vztahů (2.1) vypočteme (s = ((1s, (2s, …, (ms).
6. Zvýšíme index iterace, s = s + 1
7. Přepočet potřebných údajů (vektory b, uT a hodnota účelové funkce)
· podle vztahů (2.9) vypočteme vektor pravé strany bs,
· podle vztahů (2.11) vypočteme vektor usT,
· vypočteme hodnotu účelové funkce jako zs = usTb.
8. Vrátíme se zpět na 2.krok.
Příklad 2.4 – multiplikativní simplexová metoda
I když není algoritmus multiplikativní metody vhodný pro „ruční“ výpočet, pokusíme se numericky ilustrovat jeho základní kroky. Použijeme opět stejný příklad, jako v předchozích oddílech (příklady 2.1 a 2.2). První kroky jsou naprosto totožné s revidovanou metodou, necháme je proto bez komentáře.
1. 
s = 1, B-1s = I, usT = 0T
2. 
Test optimality
Vypočteme redukované ceny z11 = (420 a z21 = (300. Celý řádek „z“ vypadá potom následovně: z1T = ((420, (300, 0, 0, 0). 

3.
Volba vstupující proměnné

z1k= min (z1j) = (420 pro k = 1. Vstupující proměnná je tedy x1. 

4.
Volba vystupující proměnné

Vystupující proměnná se zvolí standardním způsobem – klíčový řádek v prvním kroku výpočtu je třetí (q1 = 3) a vystupující proměnná je x5. 
5.
Výpočet (-vektoru
Protože známe klíčový sloupec a index klíčového řádku q, můžeme vypočítat podle (2.1) jednotlivé složky (-vektoru
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6.
Zvýšíme index iterace, s = 2
7a.
Přepočet vektoru bs = b2
Výpočet je naznačený v tabulce 2.10 (vystínovaný koeficient u vektorů b a ( odpovídá indexu klíčového řádku). 

	b1
	(1
	výpočet
	b2

	6000
	(3
	6000 + ((3)1800 = 600
	600

	2600
	(1
	2600 + ((1)1800 = 800
	800

	1800
	1
	1800.1
	1800



Tab. 2.10: Výpočet vektoru bs
7b.
Přepočet vektoru us = u2
Výpočet je realizovaný v tabulce 2.11 (vystínování opět odpovídá indexu klíčového řádku). Při tomto přepočtu si je třeba nejprve uvědomit, že nové základní proměnné ve druhém kroku výpočtu jsou (x3, x4, x1). Odpovídající vektor us1T = cBsT = (0, 0, 420). Tento vektor přepočteme podle vztahů (2.11) a dostaneme výsledný vektor u2.
	u21
	(1
	výpočet
	u2

	0
	(3
	0
	0

	0
	(1
	0
	0

	420
	1
	0((3)+ 0((1)+420(1) = 420
	420


Tab. 2.11: Výpočet vektoru u2
7c.
Výpočet hodnoty účelové funkce z2
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8.
Zpět na krok 2
2. 
Test optimality
Vypočteme redukované ceny z12 = 0 a z22 = (300 (postup výpočtu viz příklad 2.2 – revidovaná metoda). Celý řádek „z“ vypadá potom následovně: z2T = (0, (300, 0, 0, 420). 

3.
Volba vstupující proměnné

z2k= min (z2j) = (300 pro k = 2. Vstupující proměnná je tedy x2. 

4.
Volba vystupující proměnné

Pro volbu vystupující proměnné musíme znát koeficienty klíčového sloupce ve druhém kroku výpočtu, které vypočteme podle vztahů (2.10) ze strukturních koeficientů vstupující proměnné x2. Výpočet je uvedený v tabulce 2.12.

	a1k
	(1
	výpočet
	a2k

	2
	(3
	2 + ((3)0 = 2
	2

	1
	(1
	1 + ((1)0 = 1
	1

	0
	1
	0.1 = 0
	0


Tab. 2.12: Výpočet klíčového sloupce
Nyní již známe vektor b2 i klíčový sloupec a2k a vystupující proměnná se zvolí běžným způsobem – klíčový řádek ve druhém kroku výpočtu je první (q2 = 1) a vystupující proměnná je x3. 
5.
Výpočet (-vektoru
Protože známe klíčový sloupec a index klíčového řádku q, můžeme vypočítat podle (2.1) jednotlivé složky (-vektoru

[image: image35.wmf],

0

1

2

2

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

k

a

q2 = 1, 
[image: image36.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

0

2

/

1

2

/

1

2

/

0

2

/

1

2

/

1

2

η

.
6.
Zvýšíme index iterace, s = 3
7a.
Přepočet vektoru bs = b3
Výpočet je provedený v tabulce 2.13. 

	b2
	(2
	výpočet
	b3

	600
	1/2
	600(1/2) = 300
	300

	800
	(1/2
	800 + ((1/2)600 = 500
	500

	1800
	0
	1800 + (0)600 = 1800
	1800


Tab. 2.13: Výpočet vektoru b3
7b.
Přepočet vektoru us = u3
Výpočet je realizovaný v tabulce 2.14. Základní proměnné ve třetím kroku výpočtu jsou (x2, x4, x1), protože vstupující proměnná byla x2 a vystupující proměnná x3. Odpovídající vektor u31T = cBsT = (300, 0, 420). Tento vektor přepočteme podle vztahů (2.14) a dostaneme výsledný vektor u3. Všimněte si, že naznačenou operaci je třeba provést dvakrát – z vektoru u31 získáme nejprve pomocí (2 vektor u32 a z něj potom pomocí (1 výsledný u33 = u3.
	u31
	(2
	výpočet
	u32

	300
	1/2
	300(1/2)+0((1/2)+420(0)
	150

	0
	(1/2
	0
	0

	420
	0
	420
	420

	u32
	(1
	výpočet
	u33

	150
	(3
	150
	150

	0
	(1
	0
	0

	420
	1
	150((3)+0((1)+420.1
	(30


Tab. 2.14: Výpočet vektoru u3
7c.
Výpočet hodnoty účelové funkce z3

[image: image37.wmf](

)

.

846000

1800

2600

6000

30

0

150

3

3

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

=

=

b

u

T

z


8.
Zpět na krok 2
2. 
Test optimality
Vypočteme redukované ceny z13 = 0 a z23 = 0 (postup výpočtu viz příklad 2.2 – revidovaná metoda). Celý řádek „z“ je potom: z3T = (0, 0, 150, 0, (30). 

3.
Volba vstupující proměnné

z3k= min (z3j) = (30 pro k = 5 a vstupující proměnná je tedy x5. 

4.
Volba vystupující proměnné
Pro volbu vystupující proměnné musíme znát koeficienty klíčového sloupce ve třetím kroku výpočtu, které vypočteme podle vztahů (2.10) ze strukturních koeficientů vstupující proměnné x5. Výpočet je uvedený v tabulce 2.15.

	a1k
	(1
	výpočet
	a2k

	0
	(3
	0 + ((3)1 = (3
	(3

	0
	(1
	0 + ((1)1 = (1
	(1

	1
	1
	1.1 = 1
	1

	a2k
	(2
	výpočet
	a3k

	(3
	1/2
	((3)(1/2) = (3/2
	(3/2

	(1
	(1/2
	(1 + ((1/2)( (3) = 1/2
	1/2

	1
	0
	1 + 0.( (3) = 1
	1


Tab. 2.15: Výpočet klíčového sloupce
Vystupující proměnnou zvolíme na základě znalosti vektoru b3 a klíčového sloupce a3k běžným způsobem. Klíčový řádek ve třetím kroku výpočtu je druhý (q3 = 2) a vystupující proměnná je x4. 
5.
Výpočet (-vektoru
Protože známe klíčový sloupec a index klíčového řádku q, můžeme vypočítat podle (2.1) jednotlivé složky (-vektoru
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6.
Zvýšíme index iterace, s = 4
7a.
Přepočet vektoru bs = b4
Výpočet je provedený v tabulce 2.16. 

	b3
	(3
	výpočet
	b4

	300
	3
	300 + 500(3) = 1800
	1800

	500
	2
	500.2 = 1000
	1000

	1800
	(2
	1800 + 500((2) = 800
	800


Tab. 2.16 – Výpočet vektoru b4.
7b.
Přepočet vektoru us = u4
Výpočet je realizovaný v tabulce 2.17. Základní proměnné ve čtvrtém kroku výpočtu jsou (x2, x3, x1), odpovídající vektor u41T = cBsT = (300, 0, 420). Tento vektor přepočteme podle vztahů (2.14) a dostaneme výsledný vektor u4. Naznačenou operaci je třeba provést třikrát – z vektoru u41 získáme nejprve pomocí (3 vektor u42, z něj potom pomocí (2 vektor u43 a konečně z něj pomocí (1 výsledný u44 = u4. 
	u41
	(3
	výpočet
	u42

	300
	3
	300
	300

	0
	2
	300.3 + 0.2 + 420((2)
	60

	420
	(2
	420
	420

	u42
	(2
	výpočet
	u43

	300
	1/2
	300(1/2) + 60((1/2) + 420.0
	120

	60
	(1/2
	60
	60

	420
	0
	420
	420

	u43
	(1
	výpočet
	u44

	120
	(3
	120
	120

	60
	(1
	60
	60

	420
	1
	120((3) + 60((1) + 420.1
	0


Tab. 2.17: Výpočet vektoru u4
7c.
Výpočet hodnoty účelové funkce z4
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8.
Zpět na krok 2
2. 
Test optimality
Vypočteme redukované ceny z14 = 0 a z24 = 0 (postup výpočtu viz příklad 2.2 – revidovaná metoda). Celý řádek „z“ vypadá potom následovně: z4T = (0, 0, 120, 60, 0).  


Vzhledem k tomu, že všechny prvky vektoru z4T jsou nezáporné, je vypočtené řešení optimální. Vektor hodnot proměnných optimálního řešení je x4T = (800, 1800, 1000, 0, 0). Hodnota účelové funkce z4 =
876 000.    

2.4 Řešení úloh LP s dolními mezemi proměnných
Při řešení úloh lineárního programování se velmi často mohou vyskytovat podmínky, že některé nebo všechny proměnné mají být větší nebo menší než zadaná hodnota, tzn. dj ≤ xj ≤ hj, j = 1,2,…,n. Tyto hodnoty se označují jako dolní resp. horní meze proměnných modelu. Dolní a horní meze proměnných by bylo samozřejmě možné rozepsat do samostatných omezení xj ≥ dj  a xj ≤ hj, j = 1,2,…,n, ale tím by došlo ke značnému nárůstu počtu omezujících podmínek. Pokud by byla definována dolní i horní mez pro každou proměnnou, potom by počet omezení (řádků modelu) vzrostl o 2n. Vzhledem k tomu, že výpočetní náročnost vzrůstá především s počtem řádků (nikoliv s počtem proměnných), nebyl by takový postup rozhodně efektivní. Dolní a horní meze proměnných se proto nepřidávají k modelu jako samostatné řádky, ale řeší se úpravou simplexového algoritmu. V tomto oddílu probereme úpravu pro případ dolních mezí, v následujícím oddílu budeme probírat horní meze proměnných.
Matematický model úlohy lineárního programování s dolními mezemi proměnných lze zapsat v maticové podobě následovně:
maximalizovat


z = cTx ,

za podmínek
(2.12)

Ax ≤ b ,

x ≥ d ,

kde dT = (d1, d2,…, dn) je vektor dolních mezí proměnných modelu. Úlohu (2.12) lze snadno převést na standardní úlohu lineárního programování pomocí substituce x = y + d, kde y je vektor proměnných upraveného modelu. Po naznačené substituci dostáváme:
maximalizovat


z = cT(y + d) ,

za podmínek



A(y + d) ≤ b ,

y + d ≥ d ,

a po jednoduché úpravě:
maximalizovat


z = cTy + cTd ,

za podmínek
(2.13)


Ay ≤ b ( Ad ,

y ≥ 0 .

Model (2.13) je už běžnou úlohou lineárního programování s proměnnými y, pro které platí podmínky nezápornosti. Výraz cTd v účelové funkci je pouze konstanta, která nemá na výsledek optimalizace vliv. Po vyřešení úlohy (2.13) se provede výpočet původních hodnot proměnných dosazením do vztahu x = y + d. Je evidentní, že proměnné x jsou takto větší nebo rovny zadaným dolním mezím.  
Příklad 2.5 – úloha LP s dolními mezemi proměnných
Uvažujme následující úlohu lineárního programování:
maximalizovat

z = 36x1 + 42x2 + 20x3,


za podmínek


2x1 + 3x2
+ x3   96 ,


x1 +   x2 
+ x3   60 ,



x1 


≥ 12 ,

         x2 

≥ 8 ,

                 x3 
≥ 20 .

Nejprve provedeme substituci:
x1 = y1 + 12,

x2 = y2 + 8,

(2.14)
x3 = y3 + 20.

Po dosazení do výše uvedených omezujících podmínek a účelové funkce a po jednoduché úpravě dostaneme matematický model v následující podobě:
maximalizovat

z = 36y1 + 42y2 + 20y3 + 36.12 + 42.8 + 20.20


za podmínek


2y1 + 3y2
+ y3   96 ( 64,


y1 +   y2 
+ y3   60 ( 40,



y1 


≥ 0 ,

         y2 

≥ 0 ,

                 y3 
≥ 0 .

Toto je už běžná úloha LP s podmínkami nezápornosti, která se může řešit standardní simplexovou metodou. Výpočet je uvedený v tabulce 2.18 (počáteční hodnota účelové funkce je nastavená v souladu s uvedeným modelem na hodnotu 1168; pro volbu vstupující proměnné jsme použili pravidlo absolutního přírůstku hodnoty účelové funkce, takže v prvním kroku je potom vstupující proměnná y1).
	zákl.prom.
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	bi  
	bi/aik

	y4
	2
	3
	1
	1
	0
	32
	16

	y5
	1
	1
	1
	0
	1
	20
	20

	zj
	36
	42
	20
	0
	0
	1168
	

	y1
	1
	3/2
	1/2
	1/2
	0
	16
	32

	y5
	0
	1/2
	1/2
	1/2
	1
	4
	8

	zj
	0
	12
	8
	18
	0
	1744
	

	y1
	0
	2
	0
	  1
	1
	12
	

	y3
	1
	1
	1
	1
	 2
	8
	

	zj
	0
	4
	0
	10
	16
	1808
	


Tab. 2.18: Výpočet optimálního řešení upravené úlohy
Optimální řešení upravené úlohy je dané vektorem yT = (12, 0, 8, 0, 0) s hodnotou účelové funkce z = 1808. Po dosazení do substitučních vztahů (2.14) dostáváme řešení původní úlohy xT = (24, 8, 28, 0, 0), které už splňuje podmínky dolních mezí. Hodnota účelové funkce optimálního řešení je z = 1808.
2.5 Řešení úloh LP s horními mezemi proměnných
Matematický model úlohy lineárního programování s horními mezemi proměnných může mít následující podobu:

maximalizovat


z = cTx ,

za podmínek
(2.15)


Ax ≤ b ,

x ≤ h ,
x ≥ 0,
kde hT = (h1, h2,…, hn) je vektor horních mezí proměnných modelu. U horních mezí proměnných platí v podstatě to samé, jako u dolních mezí, které jsme probírali v předcházejícím oddílu. To znamená, že bychom je mohli přidat k modelu jako samostatné omezující podmínky, ale to by rozhodně nebylo výpočetně efektivní, protože by se neúměrně navyšoval počet řádků modelu. Místo toho lze horní meze řešit jiným způsobem, který je však poněkud složitější než u dolních mezí.
Při řešení úlohy LP s horními mezemi proměnných je třeba si uvědomit, že zde pracujeme se třemi druhy proměnných:
· základní proměnné, které nabývají hodnot větších než nula, ale současně menších než horní mez (ve speciálním případě mohou základní proměnné nabývat i obou hraničních hodnot, tedy nuly i horní meze – v takovém případě se jedná o degenerované řešení; pro jednoduchost se nebudeme touto situací nijak podrobněji zabývat),

· nezákladní proměnné, které jsou rovny nule,

· nezákladní proměnné, které jsou rovny horním mezím.

Pro porovnání si uvědomte, že u standardní simplexové metody jsme pracovali pouze se dvěma druhy proměnných – základní (v typickém případě větší než nula) a nezákladní (vždy rovny nule). V úlohách s horními mezemi máme tedy dva druhy nezákladních proměnných. Dále je budeme označovat jako nezákladní proměnné prvního typu (ty, které jsou rovny nule) – množinu indexů těchto proměnných budeme označovat N1 – a nezákladní proměnné druhého typu (ty, které jsou rovny horním mezím) – množinu indexů těchto proměnných budeme označovat N2. Tato skutečnost má potom vliv především na provádění testu optimality, volbu vstupující i vystupující proměnné a částečně i na způsob transformace simplexové tabulky. Úpravám simplexového algoritmu pro horní meze v uvedených částech se budeme věnovat dále.
Test optimality a volba vstupující proměnné

V souvislosti s testem optimality a volbou vstupující proměnné je vhodné si připomenout vztah (1.29) 

z(xk = tk≥0) = tk.zk,


tzn. že změna hodnoty účelové funkce, pokud se proměnná xk stane proměnnou vstupující a její nová hodnota bude tk, se rovná uvedenému součinu tk.zk. U standardní simplexové metody vyjadřuje hodnota tk změnu hodnoty vstupující proměnné – její hodnota se mění z nuly právě na tk. Označme tuto změnu xk. Uvedený vztah (1.29) potom můžeme zapsat i jako

xk.zk.
(2.16)

z(xk) = 
Při řešení úlohy s horními mezemi je třeba si uvědomit, že vstupující proměnnou xk může být jak nezákladní proměnná prvního typu (k ( N1) tak i nezákladní proměnná druhého typu (k ( N2):
1. Je-li vstupující proměnná nezákladní proměnnou prvního typu, jedná se o stejnou situaci, jako u standardní simplexové metody, tzn. vstupující proměnná v tomto případě zvyšuje svoji hodnotu z nuly na nezápornou hodnotu tk. Změna hodnoty vstupující proměnné je tedy xk.zk. Pro dosažení přírůstku hodnoty účelové funkce (při její maximalizaci) je tedy třeba volit záporný redukovaný cenový koeficient zk< 0. z(xk) = xk ≥ 0 a 
2. Je-li vstupující proměnná nezákladní proměnnou druhého typu, potom tato proměnná snižuje svoji hodnotu z horní meze na nějakou nižší nezápornou hodnotu, tzn. nová hodnota proměnné xk = hk  tk. Změna hodnoty vstupující proměnné je potom tedy xk.zk. Pro dosažení přírůstku hodnoty účelové funkce musíme tedy zvolit kladný redukovaný cenový koeficient  zk > 0.z(xk) =  xk ≤ 0 a 
Z výše uvedeného vyplývá následující pravidlo pro test optimality. Řešení maximalizační úlohy je optimální pokud platí:

zj ≥ 0, j ( N1
(
zj ≤ 0, j ( N2
(2.17)
Pro minimalizační úlohy platí uvedené relace opačně.
Nejsou-li podmínky optimality (2.17) splněny, potom řešení optimální není a je třeba zvolit vstupující proměnnou xk. Pro její volbu lze použít jeden ze tří principů popsaných v předcházející kapitole. Budeme-li uvažovat první pravidlo, které pracuje pouze s redukovanými cenovými koeficienty, potom je vstupující proměnná určená indexem k:
zk = max{ [max((zj), zj < 0, j ( N1], [max(zj), zj > 0, j ( N2] },

tzn. jako vstupující proměnná je vybrána ta, která „nejvíce“ porušuje optimalitu a může to být samozřejmě jak nezákladní proměnná prvního, tak i nezákladní proměnná druhého typu.

Volba vystupující proměnné
Volba vystupující proměnné představuje při řešení úlohy s horními mezemi asi největší komplikaci. U běžné simplexové metody je vztah (1.30) odvozený z podmínek pro přípustnost řešení v dalším kroku výpočtu – jedná se o nezápornost hodnot základních proměnných. U algoritmu s horními mezemi musíme po volbě vstupující proměnné také zajistit přípustnost dalšího řešení. Přitom je však třeba sledovat následující aspekty:

· vstupující proměnná nesmí přesáhnout svoji horní mez, pokud se jedná o nezákladní prvního typu, a klesnout pod nulu, jedná-li se o nezákladní proměnnou druhého typu,
· ostatní základní proměnné (které zůstávají základními i v dalším kroku výpočtu) musí splňovat podmínky nezápornosti na jedné straně a současně podmínky horních mezí na straně druhé.

Pro přiblížení odvození pravidel pro volbu vystupující proměnné obsahuje tabulka 2.19 obecný tvar simplexové tabulky v nějakém kroku výpočtu (index kroku výpočtu teď není podstatný, proto jej neuvažujeme). V této tabulce je v i-tém  řádku základní proměnná xBi a její hodnota je ve sloupci pravých stran xBi  = bi. Pokud se proměnná xk stane vstupující, potom se hodnoty stávajících základních proměnných změní takto:

xBi = bi ( aik.xk ,  i = 1,2,…,m,
(2.18)
kde xk je změna hodnoty vstupující proměnné. Přitom mohou nastat dvě situace:

· vstupující proměnná xk je nezákladní proměnnou prvního typu (k(N1) a proto xk = tk (hodnota proměnné se zvyšuje z nuly) a xBi = bi ( aik.tk ,

· vstupující proměnná xk je nezákladní proměnnou druhého typu (k(N2) a proto xk = (tk (hodnota proměnné se snižuje z horní meze) a xBi = bi + aik.tk .

	
	x1
	x1
	…
	xk
	…
	xn
	bi

	xB1
	
	
	
	a1k
	
	
	b1

	xB2
	
	
	
	a2k
	
	
	b2

	:
	
	
	
	:
	
	
	:

	xBm
	
	
	
	amk
	
	
	bm

	zj
	z1
	z2
	
	zk
	
	zn
	z


Tab. 2.19: Obecný tvar simplexové tabulky
Pro odvození pravidel pro volbu vystupující proměnné je užitečné rozlišit dvě situace podle toho, jestli je vstupující proměnná nezákladní proměnnou prvního nebo druhého typu.
1. Vstupující proměnná xk je nezákladní proměnnou prvního typu (k(N1)
Proměnná xk má v současné iteraci hodnotu 0, v další iteraci bude mít hodnotu tk ≥ 0, takže xk ≥ 0. V souladu s výše uvedeným musí platit:
· tk ≤ hk, tzn. nová hodnota vstupující proměnné nemůže být větší než horní mez této proměnné,

· xBi = bi ( aik.tk ≥ 0, i=1,2,…,m, tzn. hodnota základní proměnné 
v i-tém řádku musí splňovat podmínky nezápornosti; odkud snadno dostáváme podmínku
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· xBi = bi ( aik.tk ≤ hBi, i=1,2,…,m, tzn. hodnota základní proměnné
v i-tém řádku nesmí být větší než její horní mez; odtud vychází podmínka
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Hodnota tk musí vyhovovat všem uvedeným podmínkám. Výsledný vztah pro hodnotu tk je proto: 
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(2.19)
Pokud vyjde tk = hk, potom není žádná proměnná vystupující, protože ani jedna ze stávajících základních proměnných nedosahuje nulové hranice nebo horní meze tak, aby se mohla stát vystupující. V opačném případě určuje řádek s minimálním podílem ve vztazích (2.19) klíčový řádek q. 
2. Vstupující proměnná xk je nezákladní proměnnou druhého typu (k(N2)
Proměnná xk má v současné iteraci hodnotu hk, v další iteraci bude mít hodnotu hk(tk ≥ 0, takže xk ≤ 0. V souladu s výše uvedeným musí platit:

· hk ( tk ≥ 0, a tedy tk ≤ hk, tzn. nová hodnota vstupující proměnné musí být větší než nula (nebo rovna nule),

· xBi = bi + aik.tk ≥ 0, i=1,2,…,m, tzn. hodnota základní proměnné
v i-tém řádku musí splňovat podmínky nezápornosti; odkud snadno dostáváme podmínku
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· xBi = bi + aik.tk ≤ hBi, i=1,2,…,m, tzn. hodnota základní proměnné
v i-tém řádku nesmí být větší než její horní mez; odtud vychází podmínka
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Hodnota tk musí vyhovovat všem uvedeným podmínkám. Výsledný vztah pro hodnotu tk je proto: 
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(2.20)
Pokud vyjde tk = hk, potom nastává stejná situace jako v předchozím případě, tzn. žádná proměnná není vystupující. V opačném případě určuje řádek s minimálním podílem ve vztazích (2.20) klíčový řádek q. Všimněte si, že jak zde, tak i v předchozím případě, může být klíčový prvek záporný (na rozdíl od standardní simplexové metody). 
Přepočet simplexové tabulky
Při přepočtu simplexové tabulky je třeba rozlišit v zásadě dvě situace: 
1.
tk = hk, tzn. ve vztazích (2.19) nebo (2.20) vychází jako minimum první hodnota, to je horní mez hk. V takovém případě se nestává žádná proměnná vystupující a v simplexové tabulce se přepočítává pouze vektor pravé strany (včetně hodnoty účelové funkce) podle vztahů (2.18), které zde pro přehlednost uvádíme znovu: 

bis+1 = bis ( aik.xk ,  i = 1,2,…,m,
(2.21)
kde xk je změna hodnoty proměnné xk. Nová hodnota účelové funkce zs+1 je:

zs+1 = zs + xk.zk.
(2.22)z(xk) = zs 
2.
tk ≠ hk, tzn. ve vztazích (2.19) nebo (2.20) vychází jako minimum jiná hodnota než horní mez hk. Potom řádek, ve kterém vychází minimum, je klíčový a jeho index označíme q. Základní proměnná v tomto řádku, tj. xBq se stává proměnnou vystupující a klíčový prvek je aqk (připomínáme, že klíčový prvek může být jak kladný, tak záporný). Celá simplexová tabulka, s výjimkou vektoru pravých stran a hodnoty účelové funkce, se přepočítá podle běžných transformačních vztahů (1.31). Vektor pravé strany se přepočte takto:

 
bis+1 = bis ( aik.xk ,  i = 1,2,…,m, i ≠ q,



bis+1 = tk, 
pro k(N1, i = q,
(2.23)


bis+1 = hk ( tk, 
pro k(N2, i = q,
Hodnota účelové funkce se přepočítá stejně jako v předchozím případě, tj. podle vztahu (2.22). Hodnota vystupující proměnné xBq je buď rovna nule nebo své horní mezi hBq. Jaká z těchto možností nastává, lze ověřit podle vztahu:

xBq = bis ( aik.xk , i = q,
(2.24)

Příklad 2.6 – úloha LP s horními mezemi proměnných
Uvažujme následující úlohu lineárního programování:

maximalizovat

z = 4x1 + 5x2 + 3x3,


za podmínek


x1 + 3x2
+ x3   60 ,


2x1 +   x2 
+ x3   35 ,



x1 


 8 ,

         x2 

 18 ,

                 x3 
 10 ,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3. 

1. krok
Výchozí simplexová tabulka se sestaví stejně jako u standardního algoritmu -  tab. 2.20. Na začátku výpočtu jsou základními proměnnými x4 a x5, všechny ostatní proměnné jsou nezákladními proměnnými prvního typu, tj. jsou rovny nule. Vektor řešení v prvním kroku je tedy x1 = (0, 0, 0, 60, 35) a hodnota účelové funkce z1 = 0.
Řešení obsažené v tabulce 2.20 není optimální, zvolíme tedy vstupující proměnnou:
zk = max(4, 5, 3) = 5 a tedy k=2, k(N1, vstupující proměnná je tedy proměnná x2 a je to nezákladní proměnná prvního typu. 
	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b 

	x4
	1
	3
	1
	1
	0
	60

	x5
	2
	1
	1
	0
	1
	35

	zj
	4
	5
	3
	0
	0
	0


Tab. 2.20: Výchozí simplexová tabulka
Vystupující proměnnou zvolíme podle vztahu (2.19):
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Symbol „(“ je uvedený proto, že v klíčovém sloupci nejsou žádné záporné hodnoty aik < 0. Hodnota t2 = 18 a to je horní mez vstupující proměnné x2. Přepočet tabulky se provede podle vztahů (2.21) a (2.22) – přepočítává se vlastně pouze pravá strana a hodnota účelové funkce:
b1s+1 = b1s ( a12.x2 = 60 ( 3.18 = 6

b2s+1 = b2s ( a22.x2 = 35 ( 1.18 = 17

zs+1 = zs x2.z2 = 0 ( ((5).18 = 90.
Je třeba si uvědomit, že po provedené transformaci bude proměnná x2 stále nezákladní proměnnou, ale má nyní hodnotu své horní meze a je tedy nezákladní proměnnou druhého typu. Upravená simplexová tabulka je v tabulce 2.21. Označení b2 pouze udává, že proměnná x2 je v této tabulce nezákladní proměnnou druhého typu. 
	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b2 

	x4
	1
	3
	1
	1
	0
	6

	x5
	2
	1
	1
	0
	1
	17

	zj
	4
	5
	3
	0
	0
	90


Tab. 2.21: Simplexová tabulka – 2. iterace
2. krok

Vektor řešení v druhém kroku výpočtu je z tabulky 2.21 x2 = (0, 18, 0, 6, 17) a hodnota účelové funkce z2 = 90. Řešení obsažené v tabulce 2.21 není optimální, zvolíme tedy vstupující proměnnou:

zk = max((z1=4, (z3=3) = 4 a tedy k=1, k(N1, vstupující proměnná je tedy proměnná x1 a je to nezákladní proměnná prvního typu. Při výběru vstupující proměnné nebereme v úvahu koeficient z2=(5, protože proměnná x2 je nezákladní proměnnou druhého typu a proto tento koeficient optimalitu neporušuje. 
Vystupující proměnnou zvolíme opět podle vztahu (2.19):
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Hodnota t1 = 6 a klíčový řádek je řádek, kde vyšlo minimum, tj. řádek první – q = 1. Vystupující proměnná bude proměnná x4. Přepočet tabulky se provede podle klíčového prvku aqk = 1 (neliší se v ničem od standardní simplexové metody). Vektor pravých stran a hodnota účelové funkce se bude transformovat pomocí vztahů (2.22) a (2.23):

b1s+1 = tk = 6 (protože první řádek je klíčový)
b2s+1 = b2s ( a21.x1 = 17 ( 2.6 = 5 (pro všechny ostatní řádky)
zs+1 = zs x1.z1 = 90 ( 6((4) = 114.

Upravená simplexová tabulka je v tabulce 2.22. Proměnná x2 zůstává stále v horní mezi – proto je pravá strana stále označena b2. 

	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b2 

	x1
	1
	  3
	  1
	  1
	0
	6

	x5
	0
	5
	1
	2
	1
	5

	zj
	0
	
	
	  4
	0
	114


Tab. 2.22: Simplexová tabulka – 3. iterace
3. krok

Vektor řešení v třetím kroku výpočtu je z tabulky 2.22 x3 = (6, 18, 0, 0, 5) a hodnota účelové funkce z3 = 114. Řešení obsažené v tabulce 2.22 není optimální. Optimalitu „porušuje“ jako jediný redukovaný cenový koeficient - z2 = 7 u proměnné x2. Proto je zk = z2 = 7 a tedy k=2, k(N2 a vstupující proměnná je tedy proměnná x2 a je to nezákladní proměnná druhého typu. 
Vystupující proměnnou zvolíme tentokrát podle vztahu (2.20):
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Hodnota t2 = 2/3 a klíčový řádek je řádek, kde vyšlo minimum, tj. řádek první - q = 1. Vystupující proměnná bude proměnná x1. Přepočet tabulky (kromě sloupce pravých stran) se provede podle klíčového prvku aqk = 3 (neliší se v ničem od standardní simplexové metody). Vektor pravých stran a hodnota účelové funkce se vypočte podle vztahů (2.22) a (2.23):

b1s+1 = hk  tk = 18 – 2/3 = 52/3 (protože první řádek je klíčový)

b2s+1 = b2s ( a22.x1 = 5 ( ((5)((2/3) = 5/3 

zs+1 = zs x1.z1 = 114 ( ((2/3)7 = 356/3.

Upravená simplexová tabulka je v tabulce 2.23. Vystupující proměnná x1 nabude po transformaci své horní meze – podle vztahu (2.24)
xBq = x1 = bis ( aik.xk = 6 ( (3)((2/3) = 8.

Proto je v tabulce (2.23) vektor pravých stran označený jako b1 (proměnná x1 je v horní mezi).
	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b1 

	x2
	  1/3
	 1
	 1/3
	  1/3
	0
	52/3

	x5
	  5/3
	 0
	2/3
	1/3
	1
	5/3

	zj
	7/3
	0
	4/3
	  5/3
	0
	356/3


Tab. 2.23: Simplexová tabulka – 4. iterace
4. krok

Vektor řešení v tomto kroku výpočtu je x4 = (8, 52/3, 0, 0, 5/3) a hodnota účelové funkce z4 = 356/3. Toto řešení stále není optimální. Optimalitu „porušuje“ jako jediný redukovaný cenový koeficient – z3 = 4/3 u proměnné x3. Proto je zk = z3 = 4/3 a tedy k=3, k(N1 a vstupující proměnná je tedy proměnná x3.  
Vystupující proměnnou zvolíme tentokrát podle vztahu (2.19):
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Hodnota t3 = 5/2 a klíčový řádek je druhý řádek - q = 2. Vystupující proměnná bude proměnná x5. Přepočet tabulky (kromě sloupce pravých stran) se provede podle klíčového prvku aqk = 2/3. Vektor pravých stran a hodnota účelové funkce se vypočte podle vztahů (2.22) a (2.23):

b1s+1 = b1s ( a13.x3 = 52/3 – (1/3)5/2 = 33/2, 

b2s+1 = tk = 5/2, 

zs+1 = zs x3.z3 = 356/3 ( ((4/3)5/2 = 122.

Upravená simplexová tabulka je v tabulce 2.24. 
	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b1 

	x2
	1/2
	 1
	0
	  1/2
	1/2
	33/2

	x3
	  5/2
	 0
	1
	1/2
	  3/2
	5/2

	zj
	
	0
	0
	  1
	2
	122


Tab. 2.24: Simplexová tabulka – 5. iterace
5. krok

Vektor řešení v pátém kroku výpočtu je x5 = (8, 33/2, 5/2, 0, 0) a hodnota účelové funkce z5 = 122. Toto řešení ještě stále není optimální. Optimalitu „porušuje“ jako jediný redukovaný cenový koeficient – z1 =  u proměnné x1. Proto je zk = z1 =  a tedy k=1, k(N2 a vstupující proměnná je tedy proměnná x1.  
Vystupující proměnnou zvolíme tentokrát podle vztahu (2.20):
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Hodnota t1 = 3 a klíčový řádek je druhý řádek - q = 2. Vystupující proměnná bude proměnná x3 – po transformaci se stane nezákladní proměnnou v horní mezi. Přepočet tabulky (kromě sloupce pravých stran) se provede podle klíčového prvku aqk = 5/2. Vektor pravých stran a hodnota účelové funkce se vypočte podle vztahů (2.22) a (2.23):

b1s+1 = b1s ( a11.x1 = 33/2 – ((1/2)( (3) = 15, 

b2s+1 = hk ( tk = 8 ( 3 = 5 (klíčový řádek - hodnota vstupující proměnné), 

zs+1 = zs x3.z3 = 122 ( ((3).1 = 125.
Vystupující proměnná x3 bude mít po úpravě hodnotu své horní meze – podle vztahu (2.24)

xBq = x3 = bis ( aik.xk = 5/2 ( (3)((5/2) = 10.

Transformovaná tabulka je v tabulce 2.25. 
	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b3 

	x2
	0
	 1
	1/5
	  2/5
	1/5
	15

	x1
	1
	 0
	  2/5
	1/5
	  3/5
	5

	zj
	0
	0
	2/5
	  6/5
	  7/5
	125


Tab. 2.25:– Simplexová tabulka – optimální řešení
6. krok

Řešení obsažené v tabulce 2.25 je již řešením optimálním (záporný redukovaný koeficient u proměnné x3 optimalitu neporušuje, protože tato proměnná je v horní mezi). Optimální řešení je tedy dáno vektorem x5 = xopt = (5, 15, 10, 0, 0) a hodnota účelové funkce zopt = 125.
2.6 Cvičení

1. Uvažujte úlohu lineárního programování

maximalizovat

z = 10x1 + 14x2 + 9x3,


za podmínek


x1 + 2x2
+ x3   16 ,


2x1 + 3x2 
+ x3   30 ,



xi ≥ 0, i = 1, 2, 3. 

Vypočtěte optimální řešení uvedené úlohy:

a) modifikovanou simplexovou metodou,
b) revidovanou simplexovou metodou.

2. Určete všechny elementární matice z postupu výpočtu předcházejícího příkladu a ověřte, že jejich součin je roven inverzní matici báze.

3. Vypočtěte multiplikativní simplexovou metodou optimální řešení následující úlohy lineárního programování:

maximalizovat

z = 6x1 + 15x2 + 10x3,


za podmínek

2x1 + 3x2
+ x3   50 ,


    x1 +   x2 + x3   30 ,



  xi ≥ 0, i = 1, 2, 3. 

4. V následující simplexové tabulce je jedno ze základních řešení maximalizační úlohy LP s horními mezemi (proměnná x1 je v tomto řešení rovna své horní mezi). Dopočítejte optimální řešení této úlohy. 

	meze
	20
	30
	30
	
	
	

	zákl.prom.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b1 

	x2
	1
	 1
	0
	1/2
	3/2
	8

	x3
	 2
	 0
	1
	1/2
	  1
	12

	zj
	12
	0
	0
	4
	  21
	284


5. Vypočtěte optimální řešení úlohy lineárního programování s dolními mezemi proměnných:
maximalizovat


z = 420x1 + 300x2 ,


za podmínek


3x1 + 2x2  6000 ,


  x1 +  x2   2600 ,



x1  1000, 

x2  400 .
6. 
Vypočtěte optimální řešení úlohy lineárního programování s dolními mezemi proměnných:

maximalizovat


z = 15x1 + 10x2 + 8x3 + 18x4

za podmínek


  x1 +   x2 + x3 + 3x4 ( 120 ,


3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 ( 150 ,

  x1 ( 10 ,
 
x2 ( 20 ,

x3 ( 15 ,

x4 ( 12.

7. 
Vypočtěte optimální řešení úlohy lineárního programování s dolními i horními mezemi proměnných:
maximalizovat

z = 8x1 + 10x2 + 6x3,


za podmínek

2x1 + 3x2
+ x3   120 ,


    x1 +   x2 + x3     60 ,



10  18,
 x1 

  6  20,
 x2 

20  30.
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