2. Vicekriterialni a cilové programovani

Ulohy vicekriterialniho programovani jsou tilohy, ve kterych se na mnozing pfipustnych
feSeni optimalizuje nékolik skaldrnich kriteridlnich funkci. MnoZina pfipustnych feseni je
pfitom definovana podobné jako v tilohach matematického programovani. Za piedpokladu
linearity omezujicich podminek i1 ucelovych funkci se mluvi o ulohach vicekriterialniho
linearniho programovani. Tuto lohu mizeme matematicky formulovat nasledovné:

,,maximalizovat®
Zi=cux1r tepxe oo e,
Zy=cCoxt tepxo Tt Cona s,

: 2.1
Zxk = kX1 T CoXo .o Cknn
za podminek
anxy tapx, t...tawxa < by,
ayxi tanxy +...tawx, < b,
: (2.2)

amiX1 +ampx2 +...F apxn < b,
x20,/=1,2,.,n.

Symbol ,,maximalizace” je umyslné¢ uveden v uvozovkéach, protoze nelze jednoznacné
definovat, co se rozumi soucasnou maximalizaci nékolika krite-ridlnich funkci. Ulohu (2.1) -
(2.2) je mozné zapsat maticove:

,,maximalizovat*

zZ1 = CIX ,
Zy = CZX ,
: (2.3)
Zx = CkX ,
za podminek
xOX={xOR"|Ax<b,x>0), (2.4)

A%

kde ¢', i = 1,2,....k je vektor cenovych koeficientd i-té ucelové funkce.

Podobné jako vulohach VHV je mozné i vuloze vicekriteridlniho linearniho
programovani (VLP) definovat vztah nedominovanosti nebo domi-novanosti mezi dvéma
pfipustnymi feSenimi a nedominované feSeni ulohy VLP.

Libovolné pripustné feSeni xP[IX je charakterizovano vektorem Kkriteridlnich hodnot
(c'xP, ¢*xP,..., ¢*xP). Jestlize x’OX a x90X jsou libovolna ptipustna feseni ulohy VLP, potom
mohou nastat nasledujici moznosti:

0 FeSeni x* dominuje FeSeni x4, jestlize plati (¢'xP, ¢?x”...., ¢x?) = (¢'xY, ¢’xY..., ¢*x9), kde
relace = vylucuje rovnost obou vektort,

0 FeSeni x! dominuje FeSeni xP, jestlize plati (¢'x%, ¢’x%..., ¢x%) = (¢'xP, ¢*x”,..., ¢*xP), kde
relace = vylucuje rovnost obou vektort,

0o FeSeni x” a FeSeni x! jsou navzajem nedominovana.
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Rikame, ze feSeni x’0X je nedominovanym FeSenim tlohy VLP, pokud neexistuje jiné
piipustné feseni, které by jej dominovalo.

Cilem pfi feSeni takové ulohy je zpravidla nalezeni néjakého kompromisniho FeSeni
podobné, jako tomu bylo pfi analyze tloh VHV. Je uzite¢né si uvédomit, ze kompromisni
feSeni musi byt vzdy feSenim nedominovanym. Pro vypocet kompromisniho feSeni tlohy
VLP je mozné pouzit n¢kolik zakladnich princip. VSechny z nich zpravidla vedou k feSeni
jedné ¢i nékolika standardnich uloh linearniho programovani. Toto feSeni se provadi béznymi
postupy pro feSeni linearnich optimaliza¢nich uloh.

1. Princip agregace ucéelovych funkci

Tento princip je zalozeny na ohodnoceni diilezitosti kriteridlnich funkci vahami vy, vs,
.y Vi, 2V; = 1. Misto Ulohy (2.3) - (2.4) se potom fesi bézna uloha linearniho programovani:

maximalizovat
k 0
z=Y vie'x, (2.5)
S

za podminek (2.4).

Za ptedpokladu nezapornosti vSech vah ucelovych funkei lze snadno dokazat, ze timto
zpusobem ziskdme vzdy nedominované feSeni.

2. Kompromisni feSeni podle minimalni komponenty

Cilem tohoto principu je nalézt takové kompromisni feseni, které bude maximalizovat
minimalni, tedy nejhorsi, hodnotu ze vSech kriterialnich funkci. Oznac¢ime-li tuto minimalni
komponentu J, potom lze kompromisni feseni podle minimalni komponenty najit jako feSeni
nasledujici Glohy linearniho programovani:

maximalizovat
0,
za podminek (2.6)
c'x= 4
x= g
x>
x U X.

3. Minimalizace vzdalenosti od idealnich hodnot

Idealni hodnotu pro i-tou idelovou funkci ozna¢ime z™". Jedna se o optimalni hodnotu
této ucelové funkce na mnoziné ptipustnych feSeni. Idedlni hodnotu by bylo mozné ziskat
optimalizaci piislusné kriteridlni funkce.

Pfi pouziti tohoto principu hledame takové kompromisni feSeni, které bude
minimalizovat vazeny soucet odchylek od idealnich hodnot. Budeme tedy fesit ilohu LP:



minimalizovat

k .
2= Y vi(z® -c'x), (2.7)

i=1

za podminek x UX,

kde v; > 0, je vaha i-té ucelové funkce.

4. Cilové programovani

Pro ziskdni kompromisniho feSeni Ulohy VLP se velmi casto pouziva cilové

programovani. Zakladni principy cilového programovani nachéazeji uplatnéni i v nékterych
modelech analyzy obalu dat, které byly probrany rovnéz v tomto tématu

Uloha cilového programovéni obsahuje v typickém piipadé n&kolik zakladnich &asti:

1.

Pevné cile jsou podminky, které jsou vyjadfeny ve form¢ nerovnic nebo rovnic a které
musi byt v modelu respektovany, tzn. nelze akceptovat takové feseni, které by ncktery
zpevnych cili nesplnovalo. V matematickém vyjadieni maji volné cile podobu
omezujicich podminek v bézné tloze linearniho programovani, tj.

Zau i< i=12,.,m

Volné cile jsou podminky, které jsou bilanci mezi hodnotou “levé strany” omezujici
podminky a mezi zadanou cilovou hodnotou. U volnych cilii se pouzivaji pro vyjadieni
kladnych a zapornych odchylek od danych cilovych hodnot odchylkové proménné.

Zaporné odchylkové proménné od i-té cilové hodnoty budeme oznalovat d; , kladné

+
odchylkové proménné d; . Obecny zapis i-tého bilancniho omezeni mize tedy vypadat
nasle-dovng¢:

ZCU xj+di —d =g;, i=12..k

kde X cijxj je leva strana omezujici podminky a g; je pfislusna cilova hodnota.

Ucelova funkce modelu cilového programovani je obecné vyjadiena jako minimalizace
odchylek od zadanych cilovych hodnot, tj. jedna se o minimalizaci odchylkovych
proménnych. Do ucelové funkce 1ze zahrnout bud’ zdporné nebo kladné nebo oba typy
odchylkovych pro-ménnych:

Q minimalizace zdporné odchylky vede k ziskani feSeni, které se “zdola” co nejvice
pfiblizuje dané cilové hodnoté, mize byt vSak libovolné vyssi nez tato cilova
hodnota - pouziti napiiklad tehdy, vyjadiuje-li cilova hodnota pozadavek na dosazeni
zadané trovné zisku,

a minimalizace kladné odchylky vede k ziskani feSeni, které se “shora” co nejvice
piiblizuje dané cilové hodnoté, mize byt vSak libovolné nizsi nez tato cilova hodnota
- napiiklad pozadavek na ziskani feSeni, které se co nejvice pfiblizuje cilovym
nakladim,

Q minimalizace souctu kladné a zaporné odchylky vede k ziskani feSeni, které se
“oboustranné” co nejvice piiblizuje dané cilové hodnoté - naptiklad pozadavek na
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pokud mozno co nejuplné€jsi vyuziti néjakého zdroje (aby nic nezbylo a nebylo tfeba
zdroj dodate¢né rozsifovat).

V jakémkoliv, i velmi malém, modelu cilového programovani mtize byt cilti definovano
nékolik Jak jsme se Jiz zminili A% 1’1vodu tohoto oddilu, dﬁleiitost téchto cilﬁ muze b}'/t

vvvvvv

cilové programovani), nebo pomoci bezrozmérnych koeficientll (vah), které vyjadiuji stupen
dualezitosti splnéni cile. Pokud odliSime dualezitost cilti vdhami, miizeme minimalizovat:

0 vazeny soucet odchylek nebo
0 maximalni vazenou odchylku.

Pti minimalizaci vazeného souctu odchylek bude celd uloha cilového programo-vani
naformulovana nasledovné:

minimalizovat

k
z=Y (vidi +vid])
i=1
za podminek (2.8)

n
zainj <b;, i=12,...,m,

- T

cjxj+di —df =g;, i=12..k,

£

>0,d] 20,d;d" =0, i=12,..k

kde vi" a v;" jsou véhy, ohodnocujici dileZitost zapornych a kladnych odchylek volného cile
&i

Pfi minimalizaci vaZzené maximalni odchylky se vySe uvedeny model bude modifikovat
nasledovné:

minimalizovat
2,
za podminek (2.9)
n
zainj < bi , 1= 1,2,...,1’1’1,
zcl.] J + = gl H 1 = 1927"':1(,
Vi_di_ +Vi di <9, i=12,...k,

di 20,d 20,d;d” =0, i=12..k,
kde proménna O predstavuje maximalni hodnotu vazené odchylky, kterou se snazime
minimalizovat.

Ve vsech uvedenych principech je tfeba sledovat, zda jsou hodnoty dil€ich kriterialnich
funkci navzajem srovnatelné. Pokud tomu tak neni, tzn. nékteré hodnoty jsou v tisicich, jiné



tfeba jen v jednotkach, je tieba vySe uvedené formulace optimalizacnich uloh modifikovat
tak, ze vahy ucelovych funkci v ulohach (2.5) a (2.7) a levou stranu omezujicich podminek
v uloze (2.6) vydélime jejich idealnimi hodnotami z;°™. Po této tipravé budou vsechny idealni
hodnoty rovny 1 (100 %) a my budeme vlastné pracovat s procentnimi odchylkami.
V ulohéch cilového programovani (2.8) a (2.9) doporucujeme vyd¢lit vahy odchylek cilovymi
hodnotami a tak vlastné minimalizovat pro-centni odchylky od cilovych hodnot, které jsou jiz
vzajemn¢ srovnatelné.

Modely cilového programovani jsou obecnéjsi nez standardni modely LP, protoZe ¢asto
skutecné nelze jednoznacné urcit jediné kritérium optimality. UZivatelim je vétSinou blizsi
zadani néjakych zadoucich (cilovych) hodnot, ke kterym se v pribéhu optimalizace shora ¢i
zdola ptiblizuje.

Priklad — formulace modelu cilového programovani

Uvazujme rozhodovaci problém, ve kterém se jednd o nakup dvou druhli cennych papirt
(akcie a obligace). Pro tento nakup jsou k dispozici prostiedky (100%), které nemohou byt
piekroCeny, nemusi vSak byt plné vycerpany. Ocekavany vynos z akcii je 15%, z obligaci
10% p.a. Ob¢ investice jsou ocenény z hlediska rizika bezrozmérnym koeficientem, ktery je u
akcii 5 a u obligaci 2 (¢im vysSi koeficient, tim vys$i riziko). Do akcii nemiize byt
investovano vice nez 50% dostupnych prostfedkii, do obligaci maximalné¢ 75% téchto
prostiedkli. Model by m¢l navrhnout takovou skladbu portfolia, ktera dosdhne priamérny
vynos 12% p.a. a vdZend mira rizika bude rovna 3.

V tomto piikladu lze zavést dvé proménné, které budou udévat podil prostredka
investovanych do akeii (x;) a do obligaci (x;). Podle zadéani by pro tyto proménné melo platit:

x1t+tx <1, (maximaln¢ 100% celkem),
x1<0.5, (maximalné 50% do akcii),
x<0.75, (maximaln¢ 75% do obligaci),
x120,x20, (podminky nezapornosti).

Pokud bychom uvedeny model chtéli dale formulovat jako standardni lohu linedrniho
programovani, potom mame dvé moznosti:

1. K modelu doplnit omezujici podminku, kterda bude omezovat celkové riziko na 3 a
maximalizovat ofekavany vynos. K vySe uvedenym omezujicim podminkdm by se v
tomto piipad¢ doplnilo omezeni

S5x1+2x, <3,
a maximalizovala by se kriteridlni funkce
z=15x1 + 10x; .

Ctenaf se mize presvédcit, ze optimalni feSeni této ulohy je x; = 1/3 a x, = 2/3. Pti
primérné mife rizika 3 bude dosaZen vynos 11.67% p.a.

2. K modelu doplnit omezujici podminku, ktera zabezpe¢i dosaZzeni minimalniho vynosu
12% p.a. a minimalizovat celkové riziko. Omezujici podminka bude mit tvar

I5x; +10x, 212 .

Minimalizovat se bude ucelova funkce
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z=5x1+2x .

Optimalni feSeni tohoto modelu je x; = 0.4 a x, = 0.6. Ocekavany vynos 12% p.a. bude
dosazen pii primérném riziku 3.2.
Uvedeny ptiklad lze vSak naformulovat i jako tlohu cilového programovani, ve které
budou definovany dva cile:
1. dosazeni ocekavaného zisku alespoil na trovni 12% p.a.
2. dosazeni primérné miry rizika 3.

Pro ilustraci, zapis volného cile pro o¢ekavany vynos bude v nasi uloze vypadat nasledovné
(cilova hodnota je rovna 12%):

15x;+ 100, + i —d; =

akcie (x1) obligace vynos di di+
(x2)

0.5 0.5 12.5 0 0.5

0.4 0.6 12.0 0 0

0.3 0.7 11.5 0.5 0

0.25 0.75 11.25 0.75 0

Tab. 2.1 - Hodnoty odchylkovych proménnych.

Tabulka 2.1 ilustruje na n€kolika feSenich, jakych hodnot nabyvaji odchylkové proménné
(hodnota primérného vynosu je v této tabulce vypoctena jako 15x; + 10x;). Z 0dajl v této
tabulce je zfejmé, Ze vzdy alespon jedna z obou odchylkovych proménnych je rovna 0. Je-li
- +
dana cilova hodnota splnéna ptesné, jsou obé¢ odchylkové proménné rovny 0 (d; = d; = 0).
Pokud je skute¢né plnéni cile niz§i nez cilovd hodnota, potom je zaporna odchylkova
proménna vétsi nez nula (d; > 0) a kladna odchylkova proménna je nulova (d; = 0) a naopak,
je-li skutecné plnéni cile vyssi nez dand cilova hodnota, potom je kladnd odchylkova
+ -
proménna veétsi nez nula (d; > 0) a zdporna odchylkova proménnd je nulova (d; = 0). Z
uveden¢ho plyne, Ze pro volné cile mize byt leva strana omezeni, na rozdil od pevnych cild,
mensi, rovna nebo vétsi dané cilové hodnoté (pravé stran€). Tato relace zavisi na hodnotach
kladnych a zapornych odchylkovych proménnych.

Soustavu strukturnich i1 dvou bilan¢nich omezujicich podminek (vcetné podminek
nezéapornosti) Ize v tomto piipad¢ zapsat nasledovné:

x1tx <1,
X1 50.5,
XQSO.75,

155+ 106, +dy —dy =12,
- +
Sxi+ 2x+tdy, —dy =3,
x120,x20,
di 20,d, 20,
+ +
d =20,d, =20.



V ucelové funkci (at’ uz budou cile odliSeny preferencemi nebo vahami) se bude jednat o
minimalizaci zaporné odchylky od pozadovaného vynosu, tj. minimalizaci hodnoty proménné

d, a zaroveit o minimalizaci kladné odchylky od pozadované miry rizika, tj. minimalizace
+
hodnoty proménné d .

Pti odliseni cili pomoci preferenci jsou cile zatfazeny do jednotlivych preferencnich stupna
- ¢im vyS§i stupei, tim vy$§i mira preference daného cile. Reseni lohy probiha potom v n&kolika
krocich. V prvnim kroku se minimalizuje nezadouci odchylka od cile, ktery ma nejvyssi
preferenci. Pokud se pii této optimalizaci nalezne feseni, které neni jediné, potom se na mnozin¢é
optimalnich feSeni z prvniho kroku minimalizuje nezadouci odchylka od cile s druhou nejvyssi
preferenci atd. Uvazujme nejprve, Ze prvni cil (dosazeni vynosu 12% p.a.) ma vyssi dileZitost nez
cil druhy (dosaZeni miry rizika 3). Vypocet bude v tomto ptipad¢ probihat tak, Ze budeme nejprve
hodnotu proménné d; . Je-li vysledkem této optimalizace jediné optimélni feseni, potom uz dale
ve vypoc¢tu nema smysl pokraCovat, protoze druhy cil v poradi diilezitosti nelze ziejmé zlepsit bez
zhorSeni cile, ktery ma dualezitost vysSi. Bude-li feSeni alternativni, potom lze ze vSech
optimalnich feSeni vybrat feSeni, které je nelepsi vzhledem ke druhému cili v pofadi - v naSem

ptipad¢ se bude minimalizovat hodnota odchylkové proménné d;.
Cely postup vypoctu je ilustrovan na obr. 2.1. MnozZina piipustnych feSeni je na tomto
obrazku zvyraznéna stinovanim. Déle jsou zde zakresleny dvé piimky 15x; + 10x; = 12 resp.

5x; + 2x; = 3, které jsou mnoZinami bodu, pro které plati, Ze o¢ekavany vynos je roven 12%
resp. mira rizika je rovna 3.

A

0.75

mnozina

ptipustnych
feSeni zvySovani

I3

vynosu

0 0.5 \ 1 XT
A

snizovani 5x1+2x,=3
rizika

Obr. 2.1 - ReSeni tilohy cilového programovani.

Vsimnéte si, Ze nelze dosdhnout soucasné splnéni obou cilii, nebot’ se obé uvedené piimky
protinaji mimo oblast pfipustnych feSeni. ProtoZze dosaZeni vynosu 12% ma vysSi prioritu,
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jedna se pii feSeni v prvni fazi o nalezeni takového feSeni, které minimalizuje zapornou
odchylku od stanoveného vynosu. Takové feSeni existuje a neni jen jediné. Na obr. 2.1 je
vidét, Ze vSechny body, které lezi na hran& uréené body x' a x°, predstavuji fedeni, které
poskytuje vynos 12% (na obr. 2.1 je mnozina téchto bodl zvyraznéna silnou Carou). Z téchto
feSeni se budeme snazit vybrat takové feSeni, které minimalizuje kladnou odchylku od
pozadované urovné rizika 3. Z grafického znazornéni plyne, Ze timto feSenim je bod x'.
Hodnoty proménnych odpovidajiciho feSeni jsou x; = 0.4 a x, = 0.6. Dosazenim do vynosové
funkce a do funkce rizika si lze ovéfit, Ze vynos tohoto feSeni je skute¢né 12% p.a. a mira
rizika je 5*0.4 + 2*0.6 = 3.2. Mira rizika neni tedy na pozadované Urovni, ale feSeni s
vynosem 12% a s niz8i mirou rizika neexistuje.

Pti odliseni cilti vahami se kazdé kladné a zaporné odchylce od cilovych hodnot ptitadi
vahy, tj. koeficienty, které ohodnocuji dulezitost téchto odchylek. Pfi vlastnim feSeni se
potom minimalizuje celkovy vazeny soucet vSech odchylek. Protoze jsou vsak cile a tedy 1
odchylky od nich v rliznych jednotkach a tedy v rizné vysi, je rozumné posuzovat odchylky
ne v absolutnim vyjadieni, ale jako relativni (procentni) odchylky. Vysledna ucelova funkce
muze mit tedy v tomto piipad¢ tvar:

k - k +
z=2vi_d—1+ZVi+d—1,
=1 i 1=1 g

i

kde k je pocet cilovych hodnot, v; a Vi jsou vahy pfifazené kladnym a zdpornym odchylkédm od i-
té cilové hodnoty a g; je i-ta cilova hodnota. Uvazujme, ze v naSem piikladu bude zaporné
odchylce od cilové hodnoty o¢ekavaného vynosu (d; ) piifazena véha 5 a kladné odchylce od

+
stanovené hodnoty rizika (d, ) véha 2. Potom se bude na mnozin¢ ptipustnych variant (viz
obr.2.1) minimalizovat vazeny soucet odchylek

- +
7 = & + & A
12 3
Vypocltem simplexovou metodou dostdvame v tomto piipadé feSeni x; = 1/3 a x, = 2/3. V
tomto feSeni bude dosazeno o¢ekdvané¢ho vynosu 11 2/3% pii mife rizika 3. VSimnéte si, Ze
zde je zcela splnén druhy cil (riziko), ktery ma nizsi vahu. Naopak neni dosazen pozadovany
vynos 12%, ale vynos o 1/3% niZzsi.

Vypocetni aspekty

V tomto oddilu jsme se vénovali spiSe metodologii cilového programovani. Z
vypocetniho hlediska vSak modely cilového programovani nepiinasi zadné vaznéjsi potize.
UZivatel vystaci s béZnou znalosti simplexové metody, jejiz principy byly vylozeny v kapitole
2. Pti zpracovani na pocitaci sta¢i mit k dispozici jakykoliv systém umoziujici feSit ulohy
linedrniho programovani. Pokud jsou cile odliSeny vahami, potom sta¢i minimalizovat
jedinou ucelovou funkci. Pfi odliSeni cila preferencemi muze byt pocet vypocetnich kroki
vys$si - predevSim v zavislosti na poctu cilovych hodnot a preferenc¢nich stupiiti. I pro tento
vypocet vSak lze vystacit, 1 kdyz s jistymi problémy, s béznym software pro feSeni tloh
linedrniho programovani.



